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الحمعية السعودية للعلوم الرياضية قسم الرياضيات - كلية العلوم 
جامعة الملك سعود جامعة الملك سعود 


دارجحاهسسعتة 


الملك سعود للنشر 


KING SAUD UNIVERSITY PRESS 


T 


ص. ب 72۸9۵۳ - الرياض ۱۱:۳۷ المملكة العربية السعودية 


(ح) دار جامعة الملك سعود للنشر 6۰ ۱ه (۲۰۱۸م) 


فهرسة مكتبة ا ملك فهد الوطنية أثناء النشر 


مرمكي) إبراهيم دیب 

تطبيقات في حساب التفاضل والتکامل./ إبراهيم ديب سرميني؛ سلان 
عبدالرحن السلان.- ANETA Lob JI‏ 
۸ ص؛ ۱۷سم × ٤‏ سم 
ردمك: V-T‏ و 
۱- التفاضل والتکامل أ: السلان» سلان ye Jae‏ (مولف مشارك) 
ب. العتو ان 


دیوی ۱۵ ۵ ۹ ۱1 


رقم الایداع: ۱۳۹/۵۵۰ 


٩۱۷۸-۲۰۳-۵۰۷ - ۲۳۲-۲ ردمك:‎ 


۷ هه المعقود بتاریخ ۱۳۸/۸/۵ه- الوافق ۲۰۱۷/۵/۱ بعد استيفائه 


شروط التحکیم العلمی با حامعة. 

میم حقوق النشر محفوظة. لا یسمح باعادة نشر أي جزء من الکتاب بأي شکل وبأي وسيلة سواء 
كانت إلكترونية أو الية با في ذلك التصوير والتسجیل أو الادخال في أي نظام حفظ معلومات أو 
استعادتها بدون الحصول على موافقة كتابية من دار جامعة الملك سعود للنشر. 


agcau 


المقدمة 


الحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام على نبينا محمد الأمين الذي أرسل هداية للعالمين. 
لقد حث الإسلام على القراءة والتعلم فكان أول ما أنزل على رسولنا محمد (صلى الله عليه وسلم ) 
قوله تعال : ۴ آفر بن 35 (C GE edt‏ وقد حث الرسول عليه الصلاة والسلام على طلب العلم 
ورغب فيه بقوله :" من سلك طريقا يلتمس فيه علا سهل الله له طريقا إلى الحنة" » فانطلاقا من هذا 
المبدأ الذي نومن به وندعو إليه غيرنا قمنا بتأليف كتابنا هذا الذي آسمیناه تطبيقات في حساب 
التفاضل والتكامل ويتكون الكتاب من الفصول التالية: 

الفصل الأول: المستقيات والنسب المثلثية للزوایا. 

الفصل الثاني: المتباينات. 

الفصل الثالث: الدوال الحقيقية. 

الفصل الرابع: النهايات. 

الفصل الخامس: الاتصال. 

الفصل السادس: الشتقات. 

الفصل السابع: خواص الدوال القابلة للاشتقاق. 

الفصل الثامن: رسم LA‏ 

الفصل التاسع: التطبيقات. 

الفصل العاشر: الدوال الأسية واللوغارتمية - التكامل. 

الفصل الحادي عشر: القطوع المخروطية. 

الفصل الثاني عشر: الدوال في عدة متغيرات. 

الفصل الثالث عشر: المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى . 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


الفصل الرابع عشر: المعادلات الوسيطية والإحداثيات القطبية. 
الفصل الخامس عشر: الذوال الزائدية. 
الفصل السادس عشر: قاعدة لوبيتال. 
الفصل السابع عشر: التكاملات المعتلة. 
الفصل الثامن عشر: تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية 
والقطبية 
ملحق: جداول الصيغ الرياضية - تمارين عامة- ناذج اختبارات. 
ثبت المصطلحات: (عربي- إنجليزي) و(إنجليزي - عربي). 
مراجع الکتاب 
ومن أهم سیات هذا الكتاب ما يلي: 
۱-یتضمن ما پربو عل مائتین وتسعة وثانين (۲۸۹) مثال محلول» وآغلب هذه الامثلة 
مکون من عدة فقر ات. 
۲-یتضمن ما يزيد على آلف ومئة وستة عشر (۱۱۱7) تمرين ( أو مسألة لفظیة) ومعظم 
هذه التهارین یتکون من عدة فقرات. 
۳۲-یتضمن سبعة (V)‏ نیاذج من ناذج الاختبارات النهائية مع الاجابات میم الاسئلة 
all‏ ضوعية (الاختباریة). 
٤‏ -یتضمن الکتاب مسائل لفظية كثيرة ومتنوعة (بعضها محلول على هيئة آمثلة) تخدم 
تخصصات متعددة کالفیزیاء وامندسة والکیمیاء وعلم النبات فضلا عن الریاضیات التطبيقية. 
»-کتبت فصول الکتاب بصورة متسلسلة وبطريقة تجعل مادة الکتاب مستقلة بنفسها عا 
يريح القاری من عناء الرجوع إلى ما سبق أن درسه e‏ قبل الجامعة. 
7 -یساعد الطالب غير التخصص ف الریاضیات لکون مادة الکتاب قدمت بشکل مبسط 
دون اللجوء للتعمق في النظریات الرياضية. 
۷-یساعد الطالب التخصص بالریاضیات لکون مادة الکتاب تعطیه موجزاً متکاملا لأهم 
ما تجب معرفته لطالب الریاضیات في السنة الأولى من الدراسة الجامعية أو ما Wale‏ من کلیات أو 


معاهد أخرى. 
/-يشمل الكتاب في طبعته الرابعة جميع مفردات بل محتويات أكثر من مقرر في الرياضيات 


4-إن الزيادة الضافة فى الطبعة الرابعة تزيد عن سابقتها بنسبة LON‏ 


j المقدمة‎ 


ولعله من الفید أن تشر إل آن مادة هذا الکتاب ظهرت مذه الصورة بعد تدریسها لراك 
عديدة من قبل عدة آساتذة آفاضل بقسم الریاضیات في جامعة اللك سعود فلهم منا جزیل الشکر 
والامتنان على ما آسدوه L‏ من ملحوظات قيمة ترفع من قيمة الکتاب . 
ونحن |5 نقدم هذا الکتاب للقاری العري سواء كان آستاذا آم طالبا فلنا آمل ورجاء في 
إهداء ما یستطیع أن يبديه LI‏ من ملحوظات بناءة تصب في خدمة تحسين الکتاب ليخدم آمتنا العربية 
ولیکون اضافة طيبة للمکتبة العربية وله من الله الحزاء الأوفى. JUS‏ الله العون والتوفیق لما محبه 
ویرضاه وآن يجعل عملنا هذا في موازین أعالناء إنه سمیع جیب. 
المؤلفان 
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dy (شمن‎ 


المستقيمات والدوال المثلثية 
THE LINES AND TRIGONOMETRIC FUNCTIONS‏ 


Y)‏ ,۱) الستقییات في الستوی 
نحدد عادة نقاط الستوی (xy-plane) xy‏ بنسبها إلى جموعة إحداثية متعامدة (rectangular‏ 
coordinate system)‏ مكونة من ورین إحداثيين متعامدین ومتلاقیین 3( نقطة (Origin Point) O‏ 
نسمي هذه النقطة "نقطة الأصل" (مبدأ الإحداثيات». كا نسمي الحورین: الأفقى بالمحور 
(x-axis) x‏ أو الحور السینی والعمو دی بالحور (y-axis) y‏ أو الحور الصادی» (V, ۱( IS,‏ 


y 


P(x,y) 


A 


43, ۱( 184 


1 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


تتحدد النقطة ‏ في هذا الستوي بزوج مرتب (ordered pair)‏ من الأعداد الحقيقية (Ky)‏ 
الإحدائى x‏ 342 النقطة A‏ مسقط P‏ على الحور x‏ الا حدائی y‏ 342 النقطة B‏ مسقط P‏ على الحور 
y‏ فمغلا النقاط «A(122)‏ (1,1-)8؛ (3-,2-)6 D(4,-2)‏ تتحدد کا في الشکل (۲ ,۱). 


تعريف )1 ,*( (Definition)‏ 
يعرف البعد بی نقطتنين: BG. y5) A08. yi)‏ في الستوی الا قلیدی بالصيغة: 
V‏ و ۱) 


فمثلا البعد بين النقطتين: (8)6,9 A(3,5),‏ € هو: 


d(A,B) = (6-3)? + (9-5)? 


2425-5 ?4( + ?3( لد 


تعريف Y)‏ و ۱) 


المستوي الإقليدي (Euclidean plane)‏ هو مجموعة كل الأزواج الرتبة من الأعداد الحقيقية 


من الشكل Goy)‏ والتى عرّف البعد بين أي نقطتين منه بالصيغة (۱ (V,‏ 


ملحوظة (۱ , ۱) (Remark)‏ 
لنذكر هنا بأن البعد بين نقطتين ALB‏ والذي رمزنا له بالرمز (۵)4,8 يرمز له أيضًا بالرمز 
[AB‏ والذی صادفناه آثناء دراستنا في المرحلة الثانوية. 


(5, Y) تعريف‎ 


ميل مستقيم Y) L (Slope of a line)‏ يوازي المحور Cy‏ نرمز له بالرمز m‏ ويساوي ظل الزاوية التي 
يصنعها هذا المستقيم مع المحور x.‏ (رمزنا للظل بالرمز (tan‏ 


(3 Y) 
i m= tanê 


B(X5.v5) 


= 


A(x 3) p" 


v 
لب‎ 
۱ 

A 


v 
r3 


ot $i‏ 0 زاوية eua‏ مع المحور x‏ عادة محققة للشر ط: 


0 < 8 < 77 
من الواضح أن: 
j‏ ق الصادات u 4d UH x‏ المقابل لس = 1211 - 1۱۱ 
X3 — X] 55‏ 
فرق السينات اجاور 
انظر الشكل (5 )١,‏ . 


إذن صيغة الیل (The slope formula)‏ تعطی بالساواة: 


nm = 
X3 = X] 


E 0 cal E و‎ ad 


معادلة (Equation)‏ مستقيم ميله معلوم m‏ وعلمت نقطة منه P (x1, y1)‏ 
y‏ 


Pony) 


P y1) 
۳ 


شکل )3,0( 


بعر ضص أن P(x,y)‏ نقطة ما من هذا المستقيم» فان ميل المستقيم m‏ پساوی: 
m= J 7Y‏ )£( 


XA A] 


هذه العادلة تمثل معادلة مستقيم عَلِم ميله m‏ ونقطة منه PL Gr, y1)‏ 


(5, D dz 
مستقیم فان معاذلة المستقيم )£ 1 ۱( نصبح‎ un B(x5,y53) ,ندال‎ y1) نقطتان‎ e clas ادا‎ 
على الشکل:‎ 


ر۵ و ۱) 


(5, Y) نتیحه‎ 

إذا كانت A(0,h)‏ نقطة (Point)‏ تقاطع مستقيم (Line)‏ مع الحور y‏ وكان ala‏ معروفا 
ويساوى m‏ فإن معادلته تكتب على الشكل : 
00 


م۱1 


۱۲۲ loom = 


x -)( 


المقطوع من | لمحو y‏ 


(3,30. 3&5 


1i‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


مفثال(١.١)‏ 
أوجد معادلة المستقيم المار بالنقطتين: (4)1,2 « (1,4-)8 


bxc» o dod | 
dE d L9 ug الیل يساوى:‎ 


X35 = X] 1 4-1 


وحسب E)‏ ,۱) فإن معادلة المستقيم: 


2-3 بروج [1-- د 


(3, Y) نتبيحة‎ 


تكتب المعادلة )0 , ۱) على الشكل : 


حيث a,b,c‏ ثوابت حقيقية والثابتان ab‏ لا يساويان الصفر معا. المعادلة CY, V)‏ تمثل المعادلة 
العامة للمستقيم (The general equation of line)‏ . 


إذا كانت 0 ۶ b‏ فإن المعادلة (V, V)‏ تكتب على الشکل: 
ca C‏ 


>- بر تم 
بر T»‏ 


إذن ميل المستقيم (۱,۷) في حالته العامة يساوي: 


(V, A) 


حالایت خاصة: 
(i‏ ]15 کانت: 0 = b‏ » فإن المعادلة العامة للمستقيم تأخذ الشکل: 


Pa ثابت)‎ h) ور‎ 


وهی JS‏ مستقييا عموديا (Vertical line)‏ على المحور x‏ ويقطع المحور ‏ عند النقطة 
cA(h,o)‏ وميله هو غير معر (Undefined)‏ 


شکل (۱,۷). 


ب) إذا كانت 0 = a‏ في العادلة العامة لستقيم فان العادلة تأخذ الشکل: 
(SU n) [y2n|‏ 


وهي Je‏ مستقب| (Horizontal line) Lai‏ يوازي الحور × میله يساوي الصفر ویقطع الحور 
y‏ عند النقطة (م,0) . 


(y te) 


y 


B(0.n) 


شکل (۱,۸). 


1 تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 
ج) إذا كانت 0 = © في المعادلة العامة لستقیم. فان المعادلة تأخذ الشکل: 


y-cmx 


وهي LE‏ مستقيم| يمر بنقطة الأصل ویکفی لرسمه معرفة نقطة أخرى تحققه. 
y‏ 


(x 3 15 


)١؟(لاثم‎ 


ارسم في المستوي الا قليدي الستقییات التالية: 
x-y-220«4 y-2-x« y224« x ——3‏ 


ال 
تتعدد امات LS‏ ف الشکا, ۱۰۸ ۱). 


x =y + 2 =0 


eL ll‏ والب المثلشة 


لاحظ أن المستقيم ×-=ر يمر بنقطة الأصل والنقطة (1-). 


. )-2,0( » )0,2( النقطتين‎ T يقطع حوري الإحداثيات‎ x-y+2=0 


المستقييات المتوازية والمتعامدة (parallel and perpendicular lines)‏ : 
المستقيمين '1 L,‏ المتوازيين (parallel)‏ ميلاهما واحد: 


J L 
I/ 


“سح سرج ۵ - و > LIIL‏ 


شكل .)9,53( 


وأن المستقيمين التعامدین (Perpendicular)‏ حاصل ضرب lege‏ يساوي 1- : 


| 
mm'=-—] 


q 


ون المستقيم 


من LSI‏ آن 


)١,١5( 


(s MJ 


y 


L 


or 


L'L L8 -8: T  mm'-— 


Ci JS 


(ML 
المار بالنقطة )1,2( والموازي للمستقيم:‎ L أوجد معادلة المستقيم‎ )١ 


M :32x-3y + 4-0‏ 
CY‏ أوجد معادلة المستقيم UIN‏ بالنقطة )71,1( والعمودي على المستقيم M‏ 


سل 
۱ تکتب معادلة M‏ على الشکل: 


IL 


2 

ل ا سد = ل 

* & 3 

2. 


وبمقارنتها بالمعادلة: + c ye‏ نجد أن ميل M‏ يساوي - 82 وميل L‏ الوازی له 


يساوي أيضا > » فمعادلة المستقيم L‏ هي: 


E 5 = m => ims. اک کے‎ sd eed 
x= ¥ x-l 3 
3 ۱ s oH | T 
(0 العمودي عليه يساوي:‎ N يساوي ج فميل‎ M با أن ميل‎ (Y 


y-1 3 —G 5 E 
2-22 2y43x41-0 : هي‎ N فمعادلة المستقيم‎ 


1 


The Ciele Sy ANA Y) 
r la Ja3 وطول نصف‎ c(h,k) معادلة الدائرة التى مركزها:‎ 


إن أية نقطة pixy)‏ من نقاط الدائرة تبعد عن مركزها c(hk)‏ بعدا ثابتا يساوي طول نصف قطرها r‏ 


.)۱,۱۳( شکل‎ 
LT pc | E إذن:‎ 


AF‏ وت 


AED 


وهده معادلة دائرة مر كزها (h,k)‏ وطول نصف قطرها r‏ 


يتبال 2 ۱۵ 


sl‏ جد مر کز (Center)‏ وطول نصف قطر (Radius)‏ الدائرة: 
x^ + y? - 2 -4«-112-0‏ 


d 
: على الشكل‎ (Equation) تكتب المعادلة‎ 


QG? -2x) + (? - 4y) 1‏ 
-2x (0?) «(7 -4y- 2) 211+ 0? + 2?‏ +( 
فيصبح الطرف الأيسر مربعًا تاما في كل من cy 5x‏ وبالتالي: 


(x-1)? + (y - 22 -6 


وهذه معادلة داثرة مركزها )1,2( وطول نصف قطرها 4= 16/. 


VY‏ نطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


CY, Y)‏ النسب الثلثة لزاوية حادة فى مثلث قائم 
A‏ 


الوتر 


Hypotenuse المقابل‎ 
| Opposite 
007 S p 
المجاور‎ 
Adjacent 
(0, 14) شکل‎ 


نعرف النسب المثلثية لزاوية حادة 6 في مثلث فائم ABC‏ وهی: 
(E » 5126 , 20560 , tang‏ يل : 


(\, 10) dup. AM MB امجاور مب‎ 5 |CB| pnis قم المقابل‎ 


|B‏ اجاور per aq‏ ۸ الوتسر 


طا 6 و حتا 0 0i,‏ 


(4, 8) JL 
Ul s آوجد السب ةالخلقة للز‎ 
45° „ 60? . 30" 


ال 
من المثلث التطابق الأضلاع (Equilateral‏ 
triangle)‏ والذی طول ضلعه پساوی 2» نجد 
حسب فيثاعورث. طول ارتفاعه يساوي : 


)١,١5( شکل‎ 
Ad -|c8| - ۸۷ - 2. |n] = 4-1 - V: 
sin30- — cos30- ل‎ ۱۵030 - = 5 raa g 


sin60= 33 eos60=4 < tan60- J3 

ومن المثلث المتطابق الضلعين والذی طول ضلعه 
يساوي الواحد» نجد حسب فيثاغورث» طول 
وتره يساوي: V2‏ = ۷1+1-/۸| 


, l 
511145 = cos45 = — = 


32. 
2 2ل 
نعرف أيضا النسب الثلثية التالية في مثلث قائم وهی: 


و منه: tand52]‏ 


والتی سبق hos‏ سمیناها: 


T:‏ تطقات d‏ —- التفاضل والتكامل 


Geri كايل:‎ okb  ,6اق تتا0,‎ 


ق یا 


2- کے = sino‏ المقابل - 4 


سے = cos‏ 
شكل (۱۷ , ۱). 


)1 oM UL 


sin,cosQ,tanO فاو جد الس الاساسیة:‎ c sech =2 كان:‎ B 


43 


- SALA و‎ 


tan — 43 وی‎ - 


)£ ,۱) التقدير الدائري للزوايا 
لتكن c‏ دائرة موجهة مرکزها O‏ ونصف قطرها 
الوحدة. سنتعرف على وحدة جديدة للزوايا وهي 
الزاوية المركزية التي رأسها 0 والتي تقابل قوسا 
طوله الوحدة شكل (۱۹ ,۱). 

نسمي هذه الزاوية بالزاوية النصف قطرية. 
ونقول إن قياسها هو تقدير دائري واحد (راديان) 
.(Radian)‏ إن محيط هذه الدائرة يساوي n‏ 
فالزاوية المركزية التي رأسها © وتقابل 
قوس الدائرة كله قياسها بالتقدير الدائري: 
;6.2822 

ادن: 

7 بالتقدير الدائري (Radian measure)‏ يساوي: 360 
1 تقدير داثری يساوي: — = "57.3 

الزاوية 0 بالتقدير الدائري تساوی بالدرجات: 


3 


(رمزنا لقياس الزاوية بالدرجات بالرمز ) 
من ا لصيغة السابقة MU‏ 


۳۷ MAJ 


AY) Jes 


١‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


فثال (T4. A)‏ 
أوجد بالتقدير الدائري الزوايا: 307 « ?60 ۰ 180 


الل 
الزوایا على التوالي بالتقدير الدائري هى: 
A‏ 


180 


EM 
180 


A ۱ T A 
= 180) = Ó———(60)——40-— 30) 2-— 
(180) = 7 « TT ) "n (30) 6 


(Y, 0)‏ طول القوس و مساحة قطاع دائري 


The length of arc and The area of the circular sector 
في الشكل (۱,۲۱) الزاوية 9 تقابل قوسّا طوله‎ 

L‏ نعلم أن الزاوية 27 تقابل قوسًا طوله 277. بم 

أن 0 تتناسب طردا مع cL‏ فإن: 


= , ومنه نجد طول القوس 


(\,14) 


C YA) ل‎ 


في الشكل Y V)‏ ,۱) الزاوية 0 يوافقها قطاعا دائريا مساحته 5. نعلم أن الزاوية 27 يوافقها قطاعا 
دائريا مساحته (مساحة الدائرة بأكملها) ar?‏ . وبا أن 9 تتناسب طردًا مع «S‏ فإن: 
iss m^ 2A‏ 
TUS ë‏ 


la Tt 
یف‎ ids 5 - وم‎ 
2 


آو جد طول قوس الدائرة ومساحة القطاع الدائري الذي زاويته: 
)1( 0-30 (ب) ےو ؛ عل| آن: r = 5cm‏ 


ال 


)( 7- 0 جه ۶ - 0 (تقدیرا دافریا). 


C(—1,0) 


OG شک‎ 


دائرة الوحدة (نصف قطرها يساوي الواحد) 


نعرف النسب ال مثلثية لزاوية موجهة 6 ونعتير المحور × مبدأ قياس الزواياء كما يلى: 


(۱ : Y Y) (cos عع‎ Otan = S cos = resin = y 


(tang + 0)cot = «(cos ع‎ sech = (sin z 0)cscÓ = 3 
tan cosd sin 


بفرض أن كلا من مقامات الكسور في ) CY, Y‏ لا يساوي الصمر. 

(A (من إحداثييى‎ tan0=0 ۰ cos0-1 » sin0-0 

sin -1‏ " 0= 2و0 an‏ (غير معرف) (من إحدائيى (B‏ 

(C رهن إحدانيى‎ tanzt <0 « cosz ——1 « sinz )ع‎ 

=cos =0 1 sin = sin = -1‏ گ-ووه c‏ ها (غبر معرف) (من |حدائیی (D‏ 
لاحظ من الشكل أن: 1= x^ + y^‏ (حسب فیثاغورث) 


ج 
ات 
؛ ر ناه 


سكت 


(\, YY) 


وبتقسيم الطرفين تارة على 0 cos?‏ وتارة على 6 csin‏ تجد: 


in” 0 l 
sec? ۵ =1+ ta 9| لمن کے‎ 


cos? 7 cos" g 


: او‎ 
2 1 
om aeto اہ‎ 
sin ð sin 9 


آوجد النسب N‏ ?150 ع ?210 ۰ ?330 


14 Me cs المستقيرات‎ 


jii 

إذا قطع الضلع النهائي للزاوية ^30 
الدائرة في النقطة ۸. فان الضلع النهائي للزاوية 
0 يقطعها في النقطة B‏ نظيرة النقطة A‏ بالنسبة 
للمحور y‏ وبالعكس فإن نظيرة B‏ بالنسبة 
onis sona‏ | النقطة A‏ 

إذن: الزاوية الموافقة للزاوية 150 
والواقعة في الربع الأول هي: 


7- ?2180 30 (نحصل عليها بأخذ مكملة الزاوية 150) 


والزاوية 210 يقطع ضلعها النهائي الدائرة في النقطة © نظيرة A‏ بالنسبة لنقطة الأصل 
فلإيجاد الزاوية الموافقة للزاوية 2107 والواقعة في الربع الأول: 
نطرح "180 من الزاوية 210 ء فنحد: *180- ”210 ع 30° 


والزاوية “330 يقطع ضلعها النهائي الدائرة في النقطة D‏ نظيرة ۸ بالنسبة للمحور x‏ فالإيجاد 
الزاوية الحادة الموافقة للزاوية 3307 : 

نطرح الزاوية 330 من الزاوية ۰360 فنجد: 3307- 3607 - ”30 أما الزاوية 30°- 
فيوافقها الزاوية ^30 مباشرة. 


Nu Aue a‏ لا ERAT L2‏ المثلشة a Ao‏ الز وای بخسب — الثلشة للزاوية الحادة 


۳ قفنحد: 


tan30— Siu m3 3 mt 1 577 
cos30 J3 2 7 


T‏ نجد من الشکل: 


3 
( sin (الموجب هو‎ tanl 50= ۹ : لس‎ dO & y zsinl50-— 
| Ja | 
( tanê (الموجب هو‎ tan2102 — ¢ —x-zcos2102—-—— ¢ —y -sin210- —— 
PM 3 2 7 


( 0 (الموجب هو‎ Lina... e X iniit a —y-sin330- -— 
J3 2 2 


ul‏ النسب التبقية فنحسبها استنادا للعلاقات: 


(X, T£) 1 | 1 


cot = «sec = esch = — 
tan 8 cos sinê 


(V. شال‎ 


أوجد النسب المثلثية للزوايا: (D‏ “45- « (ب) *390 ۰(ج) ”780 


ال 
() الزاویة: *45- نهايتها تقع في الربع الرابع ویوافقها الزاوية “45 . 


tan45 =] « E الك‎ e Xd --L. إذث:‎ 
J2 J2 


tan(—45) — —1« —y -sin(—45) = چ‎ ‘x —cos(-45) = J وبالتالي:‎ 


(ب) الزاوية: ”390 يوافقها في الربع الأول (بعد حذف دورة كاملة) “30 ونسبها المثلثية 
هي النسب نفسها للزاوية 30 . 

(ج) الزاوية: 780 يقطع ضلعها النهائي الدائرة في نفس الموضع الذي يقطع الضلع النهاتي 
للزاوية 60۳ (حذفنا دورتین). فلها النسب نفسهاء انظر الثال (۵ ,۱). وبأخذ مقلوبات 
النسب السابقة نحصل قل النسب التبقية. 


(4 AY EE 


إذا كان: ٩660 = —3 (Y‏ والزاوية تقع في الربع الثالث 


(Y‏ = ۰0:0 والزاوية تقع في الربع الثاني. فأوجد النسب المثلثية المتبقية. 


الحل 


090 - — «— sec = —3 (Y 


وحسب موقع الزاوية» فإن: المقابل 2/2 
tand > 10۰5100 < Û‏ 
نحسب النسب للزاوية الحادة a‏ الموافقة ها المجاور 1 


والواقعة في الربع الأول» فنجد: EEE‏ 


TUR ۹1 |‏ 5 22 د tana‏ 
3 5 3 
بالتالي: = = tanO) tanê = 2/2 « c00 - —— 1 sing‏ هي ll‏ جية d‏ الربع الال aes‏ 
بالنسب الأساسية الثلاث وهذا ما سنفعله في معظم الأحيان). 


TNR UE NEL (Y 
4 3 


-— 


cosd > Osing > Û 


ا لش AUI‏ للزاویة 0: المقابل 3 


cosd = E . sind = 3 


CV, V)‏ حل العادلات المثلثية 
JL‏ 5,39( 
حل العادلات التالية إذا كان 2x20‏ 27 : 


ine 3 (Y secx 2 42. (Y cotx 2-1 (5 


ال 
لنذکر ob‏ حل العادلات: 


x =F a+ 2 أو ورج‎ Xx - حه ۵2۳ + و‎ snx-sina 


(\, Yo) x = ta 7 برج‎ & cosx = cosa 


tanx = tana‏ هه 7۲ + ن تت ll xs X‏ عددم 


Am 
tanx = tan سه‎ tan x --1«-cotx —-1 (Y 


A | | ۱ 
00 = cos e—cosx-—— e—secx—-42 (Y 


5 
والحل هو: + £7 = × والمقبول: 
7 


گ(0 - ب 2ك = +2( -( 


3 3 3 
sin2x = sin 4s1n2x = شا‎ 
m. 


: 7 
والمقبول:‎ E ES z + 1 واخل هو:‎ 


(n= Heir e 


و مد + [ کم | - دو x= eme‏ والمقبول: 
m 4; T‏ ظ 
(n2b—-T-mJ-——inzo-—‏ 
(n 2 m 3 (n r‏ 

Cia ۲۸( ال‎ 


tan(x + x) (Y c0) +2) CY sin&- 7) CY 


(X. 99 n ty)-sinx cos y tcosx sin y 


cos(x t y ) 2 cosx cos y + sinx sin y 


T ; m m 
sin x—— |-sinxcos— —-cosxsin— ۱ 
2 2 2 


الستقییات والتسب الل ۲۳ 


—sinx -0— cosx ‘|= - 6 


Aj 37 . . 3 
cos x- — |2cosxcos— -sinxsin— ۲ 
A 2 2 


—cosx -Ü-sinx -(—1) = sinx 
sin(x + 77) Y 


005) + X) 
sin(x +77) = 51113: COST + COS X sin iT 


tan(x + 7۳( = 


-sinx ‘(-1)+cosx ‘0= —sin x 
COS(X +T) = COS X COST —SIn X 51117 
= 6052 ۰)-1( -sinx ۰0 < —cosx 


—sinx 
tan(x + 77) = 


-tanx ادن:‎ 
- 7۲ 


)١,١١( s 

أو I3! cos2x (12) csin2x (Dam‏ كان sinx--‏ والزاوية × تع d‏ الربع الثاني. 
امل 

sin2x = sin + x) (Î) 

= SIN XCOS X + COS 5 


= 2sIn XCOS X 


: o3] 


)۱ , YV) 


الزاوية تقع t‏ الربع الثانی إذن: 0 > cosx‏ 

من المثلث القائم شكل (Y, Y‏ نجد: 

y) cosy = 2‏ الزاوية الحادة الموافقة في الربع 
الأول) 


(8, Y. شكل‎ cos2x = cos(x + x) )ت(‎ 
= COS 105 X — sin xsinx 


= cos? x - sin* X 


: o3] 
(1, YA) 
4a 35 7 
Ax-(—)'-(—-) = 
cos 2x = (—) g) T و مله‎ 
IES 


))( اكتب: sin2x—sinx‏ على شکل حاصل ضر ب نسبتين مثلثيتين. 
(ب) اکتب: cosZx-cosdx‏ على شكل حاصل ضرب نسبتين مثلثيتين. 


ل 
(أ) نضع ۸+ 20 11 


x= ۵ - p 
(باخمع)‎ SE en فيكون:‎ 
dic 2 2 
(بالطرح)‎ 5- 
(بالطرح‎ 7-8 
sin2x —sinx = sine + 8) —sin(a — p) إذث:‎ 
=sina cos Û + cosa sin Û — (sina cos Û - cosa sin Û) 


AME. 
-2cosasinfi = uri un. 


(ب) نضع 4x=a+ Û‏ 
=a - f‏ 2۲ 
فیکون: > 321 (بالجمع) 
< د (بالطرح) 


cos4x + cos2x = cos(a + P)  cos(a — P) إدث:‎ 
= cosa cos Û - 5110: 5112/7 + cosa cos Û +sinasin Û) 
—2cosa cos Û —2cos3xcosx 


يمكن حل السؤال بسهولة بالاستعانة باللحوظة (۲-۱) صفحة Y Y‏ 


Y Ô المدلشة‎ —À Ms Tur PE ERE A 


(34 ۷۲۷ ( dL 
: على شکل جموع تسس کی‎ —sin3xcos2x اکتب:‎ (i) 
PERA I على شکل جموع يقن‎ sinSxsin2x (ب) اكتب:‎ 


سل 

هنا تلجأ إلى الصيغة: sin(x + y) = sinxcos y t cosxsiny‏ 
أو إلى الصيغة: cos(x Xt y)-—cosx cosy Fsinx siny‏ 
C)‏ من الواضح أن الصيغة الأولى هي الفيدة في هذه الحالة: 

sin(x + y) = sinxcos y t cosxsin y 


sin(x — y) > 51113605 y —cosxsin y 


باحمع: sing + y) + SING — y) = 2sinxcos y‏ 
ادن: — 25103060520 = sin5a + sina‏ 
1 
منه : 920و —X m) -—[sin5a-sino] = si130‏ 0 ) 
zl ] i 3‏ نضم 
(ب) من الواضح أن الصيغة الثانية هي المفيدة في هذه الحالة: 


cos(x + y ) 2 cos x COS y -siny sin y 
cos(x — y ) 2 COS X COS y +sinx sin y 
0۵05) + y) ^cos(x— y) = —2sinxsin y F بالط‎ 


cos 7a —cos3a = —2s1n Sa sin 24  :ثذإ‎ 

و منه : [cos3a —cos7a] - sinSa'sin2a‏ = (نضع = عم 

المثالان السابقان يغنيان الطالب عن حفظ قوانین التحویل والتي حول مجموع نسبتین مثلثيتين إلى 
حاصل ضراب oca‏ و یا لیکشت 


یمکن حل السوال سهو ij‏ بالاستعانة بصيغ التحويل الواردة في الصفحة TYY‏ 
(V, A)‏ حل العادلة من الدر جة الثانية 

CN‏ باستخدام المیز 

)١,١8(لاثم‎ 

آوجد حل المعادلة: 30+ 117- 6x^‏ 


Y‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


چ 


ثميز العادلة: 0 -ع +×ط+ ax‏ حيث ۶0 » 
هو : m — b^ —4ac‏ 
وإذا كان: 0 m»‏ فتقبل المعادلة حلين هما: 
+ م - 


۶ 2d 
a—6b--11c23 وق معادلتنا:‎ 
m =b" —4ac 2121-4۰3۰6 فالمیز:‎ 
- 121-72 - 49 
م‎ + - 
بر »و هم‎ b+ Jm 1157 والحاان:‎ 
2d 12 
مه اس ار نوس‎ 4 1 
FU m d2 2 ^ 12 12 3 
(3, V4) يشاك‎ 


x^ Ex 4120 حل العادلة:‎ 


m-b^-4ac-21-42-3«-a-21b-1c-1 
المميز سالب ولا يوجد جذور حقيقية.‎ 


)١,؟5١(لاثم‎ 
4x? -12:+9- 0 حل المعادلة:‎ CY 
m = [44 4.4.9 = )( ح‎ a = 4b = -l1 2 = 9 

c 15 å > , ۱‏ لاف 
r‏ تسش وا بسا سس رین 
و یر ماعا و تصق 
Y‏ بالتحلیل 
إذا كان المیز m‏ مربعًا لعدد صحیح (مربع تام) فبالامکان إيجاد الجذور عن طریق التحلیل. 


(أ) معامل ”× يساوي الواحد 


1 DULL 
x^ + عم در‎ ۶ -Ax— 7720 حل العادلة:‎ 


ال 

المیز: ”(18) = (77-)16-4= 7 

بالتأکید يمكن محلیل الطرف الا goa‏ من المعادلة. والطريقة أن نفتش عن عددين حاصل 
ضربهما ۰2-77 ومجموعه| 4- = b‏ فنجد (11()7-)=77-» فالعددان هما: ۰-11 7 والتحلیل من 
الشکل: 0= 710 7)(x‏ + ) واخذران هما 77 ,11. 


تفالخ ارو ور 1) 
حل العادلة: 41220 x^ —7x‏ 


امل 
نفتش عن عددين حاصل ضر lee‏ 12 ومجموعه| 7-» فنجد: 


12 = (-4)-3) 


والتحليل من الشكل: 3)20 - (x - 4x‏ والجذران هما 3 ,4 
(ب) معامل ”× لا يساوي الواحد. 


تال ۲۲ 1) 
حل العادلة: ۲-4-0 - 3:4 د +عرط + ax?‏ 
نضرب طرفیها بالعدد 3 = ca‏ فتصبح على الشکل: 
(3x)? - (3x) -1220‏ 
l (y=3x)y* - y -1220c‏ 
التحليل هو من الشكل: 0 = )3 + 4(6 - (y‏ أو 20 )3 + ×4()3 - (3x‏ 
والحذران هما: 1= =+ 


فال و 
حل المعادلة: 0= 4+ 5x^ —9x‏ 


YA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ال 
نضرب طرف العادلة بالعدد: 5 = ca‏ فتصبح على الشکل: 


(5x)? -9(5x) + 20-0 
(y25:)y? -9y + 2020 أو:‎ 


لکن: )5-()4-(20-2 وجموع العددین 9ب إذن شکل التحلیل : 
0= (4 - 5(6 - 6۷ أو 0-)4 - «5()5 (5x-‏ 


فالحذران هما: دادم 


(o, Ye) Jii. 
2x^ -x-212 0 حل المعادلة:‎ 


العلل 
نضرب طري المعادلة بالعدد: 2 = ۰۵۸ فتصبح على الصورة: 
0- 42-(2) - ?)23( 

(y22x)y? —y—42z2z0 ial 


نفتش عن عددين حاصل ضر lee‏ 42- ومجموعههم| 1-» فنجد: 

42 = )-7()+6( 

شكل التحليل: 0= )6+ e (y -TY‏ 0= (7()2+6-+2) والجذران هما: 3- 

وفي جميع الحاللات» نضرب طرفي المعادلة بالعدد a‏ ونضع ر=×ه » فترد الحالة إلى الحالة 0( بشرط أن 


ارو بو( 
أوجد معادلة كل مستقيم e‏ يلي ضمن الشروط المحددة له: 
)١‏ مار بالنقطتين: (l, D‏ » )3 ,2( 
CY‏ ميله یساوی: 4 2 m‏ ومار بالنقطة )5 ,3( 
(Y‏ يقطع من الجزء الوجب للمحور « جزءا قدره 4سم وميله يساوي 4- 
)٤‏ يمر بالنقطة )1 ,1) وعمودي على المستقيم 0 - 2x - y‏ 
(o‏ يمر بالنقطة (3 ,2( ويوازي المستقيم 0= 5 + 2x - 3y‏ 
1) يمر بنقطة تقاطع المستقيمين: 0 - - ex‏ | = (2 + د وعمودي على المستقيم 21 = y‏ 
CV‏ ارسم الستقیات التالية: 
y-2-3 (c) ytx-] (—) y=2x (1)‏ 


2y-3x55 (4) x=—4 (3)‏ )4( عع بر 


(V) أوجد بعد النقطة )1 ,1) عن كل من الستقییات الواردة في التمرين‎ (A 
: يُعطى بالصيغة‎ ax+by+c=0 ارشاد: بعد النقطة ((,ند) عن المستقيم:‎ 


(3, TA) R lax, + by, + c| 


yat tb 


4( حدد المستقيرات التو ازية أو التعامدة نين المستقيات التالية: 
x-y+3=0 (f‏ 

1+ y—-420 ( 2) 

2x-2y 45-20 (c) 


x—-yz5 (3) 


٠‏ أوجد الرأس الرابع «لمتوازي الأضلاع ABCD‏ علا أن: 
(4)1,1(,8)2,2(,©)0,2» ثم أوجد أطوال أضلاعه. 

CY Y‏ أوجد إحداثيات منتصفات القطع التالية: 

.)۱۰( معطاة في التمرين‎ A,B,C,D حيث‎ [A4DIRCLATHA,B] 

لاحظ أن إحداثيي منتصف القطعة الواصلة بين النقطتين G9)‏ > (ود ,جد)) هما: 


CA. LY 


۲)آوجد معادلة الدائرة المارة بالنقاط : )1,1( , )0,1( , )1,0( 


۳) أوجد ميل المياس للدائرة: 0 -+2- y‏ 2ج عند النقطة (1,1) ثم أوجد معادلة المماس o‏ 
الدائرة عند هذه النقطه. 


(إرشاد: لاحظ أن هذه النقطة تحقق معادلة الدائرة ثم استفد من إحداثيي مركز الدائرة). 


6 ) آ و جد النسبة الثلثية للز وایا احادة التالية إذا کان: 
tanx =] (c) COS X =- ( 2) sinx-- (D‏ 


cotx —2 ديعو (و)‎ 2 (a) secx=3 (s) 


٠٥‏ أوجد بالدرجات الزوايا التالية العطاة بالتقدير الدائرى: 


lr 127 37 37 llr a 


با ي سس و 
3 3 4 323 5 5 


7) أوجد بالتقدير الداثری الزوايا التالية: 
?400 & 12۳ ۰ 420° ؛ ?60— .4 ?150« ?720 « 30۳۴ - 


۷ أوجد مساحة وأطوال أقواس القطاعات الدائرية التى زواياها بالتقدير الدائری: 


علا أن طول نصف قطر الدائرة يساوي 50سم. 
۸) آوجد النسب المثلقية للز وایا التالية: 

15? 3157 «720 (3007 (240 12۴ OIF «4225 (1359 =A 
آوجد النسب الثلثية للزوايا التالية:‎ ۹Q 

i20 او‎ 015^ 295^ OIC 


إرشاد: اعتمد فقط على الصیغتین التالتن )$3 Sd‏ المثلشية للز وایا ال سب مثلشة لزوايا 
حادة I‏ 
sin(x t y )—sinx cos y tcosx sin y‏ 
cos(x t y ( - 2053: cos y tsinx sin y‏ 
sin 240 = sin(180 4-60) ‘s1n 150 = sin(180— 30) 5t‏ 


sin(75) = sin(45 +30) «sin(-45) = sin(0— 45) «sin315 = sin(360— 45) 


CY‏ آوجد النسب الثلثية الأساسية للز وایا الاتية وذلك ضمن الشر وط الوضحة: 
secx=2 (D)‏ والزاوية تقع في الربع الأول 
(ب) - عم الزاوية تقع في الربع الثالث 
(ج) = osx‏ الزاوية تقع في الربع الرابع 
(د) - sinx‏ الزاوية تقع es DE‏ الثاني 
۱) حل العادلات الاتية على الفترة ]0,27[ : 
5 


(D‏ د sinx-‏ (ب) 23 (c) sin2r=‏ = رومن 
seca == (a) ar - -1 (25) sec4x 2 —2 (3)‏ 
(YY‏ حل العادلات الآثية على الفترة ]0,27[ : 
sin3x — —sinx (—) 2sin? + sinx 2120 (1)‏ 
tan2x 2—tanx (3) COS2Xx = cos3x (e)‏ 
)و( دوم - cot3x -—-tan2x (5) sin3x‏ 


o est Cy‏ ال 


1--cos20 = 2cos? 0,1—cos20 = أن: 0 2م251‎ c sl ) ٤ 
cosISsinI Scos-— sin ثم استفد من هاتين الصيغتين لإيجاد:‎ 
: [0.277] حل المعادلة التالية على الفترة‎ CY o 


sinx-4- sin2x--sin3x = Û 


( sin3x- sinx = 2sin2xcosx (ارشاد: ات أن:‎ 


(Y‏ بسط مایل: 


l m m 
SIN —— + X 5 -Z +x singe o 
tiec 
se reto eof 2x anten 
2 ۱ f 


CYV‏ حول إلى حاصل ضرب المقادير التالية: 

sind—sinx (c) COSX + COS2AX ( 2) cos2x—cosáx (1)‏ 
(YA‏ حول من حاصل ضرب إلى مجموع المقادير التالية: 

COS XCOS 2X (c) cosxsinx (e) sinxsin3x (i) 
حل المعادلة التالية:‎ (YA 

x^ -9=0 (ب)‎ x? - 5+ 6-0 (Í) 

x” 4x 4420 (3) x^ -5x-0 (ج)‎ 

2x? —1lx+15=0 (4) 4x? &12x 49 20 (ه)‎ 

8x? -2x-1520 (e) 21x? -20x-9-20 (5) 

6×” —5x-21-0 (9) x^ -x-120 (ط)‎ 


35x^ 12x 32-0 (4) x^ +x+8=0 (4) 


ملحوظة (Y- Y)‏ 
استعن خل المثالين CYV)‏ و (YA)‏ بالصيغ التالية: 


۱ ۱ ۱ cV 1) —v 
sinu + 51111: = 0 COS 
2 2 
: ۱ UHV o. H—V 
sinu -siny —2cos sin 
2 
5 u +V u—v 
COSH + cosv —2cos COS 
2 
اد‎ . u—v 
يزوم‎ — COSY = —2sin sin 5 


التي حول مجموع نسبتين مثلثيتين إلى حاصل ضربهاء وبالصيغ الواردة في الصفحة ۲۷۷ . 


GO gen) 


المتباينات 
INEQUALITIES‏ 


IR الفترات في مجموعة الأعداد الحقيقية‎ , Y) 
(Definition) (Y و‎ Y) تعريف‎ | 
بالفترات‎ IR فإننا نسمي المجموعات اطزئية التالية من‎ IR (a,b ٤ ( عددين حقيقيين‎ b, a إذا كان‎ 
el ونعرفها‎ 


se “ادش‎ 
esp لأسف‎ 


۳۶ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(Y , Y)‏ بعض الحموعات الستخدمة في هذا الکتاب 


الأعداد الطبيعية (الصحيحة 


الموجبة) 
Positive Integers‏ 
Numbers‏ 


(Y , Y)‏ القيمة المطلقة 


Absolute V alue 


TETEN 
ورف كما يل:‎ [x] القيمة المطلقة لعدد حقيقي » يرمز لها بالرمز‎ 


—x.x«(t) 


*rct) 
Ij = 


ال 23 3-«0 = 5۰0 = 5 


(Y, 3) نتیحصه‎ 


Vx? =|» 


تیه (Y, Y)‏ 
القيمة المطلقة لعدد لا يساوى الصفر هی عدد موجب استنادًا لخواص الحقل IR‏ وللتعريف (Y , Y)‏ 
يمكن OUS JI‏ على صحة النظريتين التاليتين: 


التباینات ۵ ۳ 


نظرية ( ۱ و (Theorem)CY‏ 

إذا كانت y «x‏ $ » أعدادًا حقيقيةء فان: 

+c (|‏ ترح عل يرج < X‏ 
(يمكن أن نضيف CAdd)‏ أو نطرح (7861اطانا5)من طرفي متباينة 
العدد نفسه). 

( (Positive) عدد موجب‎ c) x < y جه‎ ex < cy (Y 
(Divide) نقسم‎ DESC. طرفي‎ (Multiply) (يمكن أن نضرب‎ 
طرفي متباينة على عدد موجب).‎ 

(Negative) عدد سالب‎ c) x >y €»cx «cy (Y 

(يمكن أن نضرب طرفي متباينة أو نقسم طرفي متباينة على عدد 

سالب مع تغيير جهة التباين). 


(Y, نظرية‎ 

إذا كان x , y‏ عددين حقيقيين» وكان a‏ عددا موجباء فإن: 
yl - bibl ©‏ 

| > 2 جه‎ -۵ sx <a (Y 


۳) 2 < ۶ آو - > زجب جعت x‏ 


£( ر + [x T y 3 x‏ (متباينة المثلث) (Triangle inequality)‏ 
y| ۰‏ + < | - |« 
65 وحور آو ۵ < ۲ جب ةد ا 


)£ ,۲) حل التباینات 
The Solution of Inequalities‏ 


حل متباينة طرفاها يتبعان متغيرًا واحدا x‏ هو إيجاد جميع قيم × المحققة للمتباينة. 


دس تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


حل التباینة: -1< »2 + - 


لحل 


(Y‏ نضرب طرفي التباينة بالعدد 3 » فنجد: 


X+6X > 3 - 3%‏ 
نضيف 3x‏ للطر فين فنجد: 


3 > ره لد يرق + XxX‏ 


(لاحظ أن هذا يكافئ نقل حد من طرف إلى طرف آخر مع تغيير إشارة ذلك الحد) 


3 
و SALA‏ سيك ان 


E uds s 
x-] 2X E 


تضرب طرق التباينة بالعدد 6 فنجد: 
12+ 664-4 2 1[ -ير حي 
4x < 1 +2‏ +62 -ج حم 

3 1 < یر هب 3 1- > 1 

(ضربنا الطرفين بالعدد السالب 1- مع تغيير جهة التباین) 

فمجموعة الحل هي: ]0,—13—( 


Apt S Nem 


in NE حل التباينة:‎ 


| > 


ا 


نضر ب أطراف التباينة بالعدد 4 فنجد: 


التباینات ۳۷ 


4 < 2-3 <4 
نضيف إلى جميع الأطراف العدد 2- فنجد: 


P9 eoe aa, 2< 6ح برل‎ 


(غيرنا جهة التباين)» فمجموعة الحل هي: Zal‏ -[ 


(Y, £) JLi 
2x-3|x1 حل التباينة:‎ 
J 
|27 - 3[ >1 جه‎ -1 > 27-3 > 1 


3-1 5 خ هد 1 ا‎ ISAS IS2 


[1, 21: هی‎ (the solution set) EH مو عه‎ 


الا 5 < لك - ×3 


Jti 
Bx-4 < 5 أو 5 < 32-4 جه‎ 3ix-4«-5— 
317 < 9 جح 1- > 31 آو‎ 


x23 أو‎ > 


l | L|. "‏ 
افم جيه عك feat EH‏ اف ۶ — هون[ | 


ال (Y 3 TI‏ 
حل التباينة: 1[>3- 42-2 


لبیل 
> 1>3-|2- 4 > تج 3 > 2-1 - 4 


-2 <|4x - 2| > 4 
IR حل المتباينة:  4-2 >2- هو‎ )( 


.-2 المقدار |2 -+4| موجب أو صفر وفي كلتا الحالتين أكبر من‎ oy 
ب) أما حل المتباينة 4 > |2 -:4| فهو يكافئ حل المتباينة:‎ 


4 > 2 -ير4 > 4 ج 6 > يرك > وج 
6 2 3 1 
اد dE add‏ لا 
l IA ۲ ۱‏ 
فسجموعة ا حل v‏ )22 


£A 5‏ 3 ] ۳ ۱ 
D d addet abus,‏ (ب) هو ]35 وهو حل التباينة العطاة. 


ال( (Y,‏ 
حل المتباينة: ‏ 2 < لا - لا 


الال 
+= 2 > 1-لد| أو 2 <1- إدات 2 < ل1- || 
1- > لا أو 3 < إدا 
CD)‏ حل التباينة 1- > || هو oV D‏ الطرف الأيسر هو x‏ وهو موجب 
أو صفر ولا یمکن أن یکون آقل أو يساوي 1- . 

(ب) آما حل التباينة 3 < || فهو: )3,3( IR-‏ 

وغل الطالب برهان ذلك. 

وبأخذ اتحاد الحلين في 0« (ب) نجد: (3,3-)- IR‏ وهو حل التباينة العطاة. 


) Vd فال‎ 

حل المتباينات التالية: 
CY ix - 1 > -1 0‏ 1- < |1-ددا 
(Y‏ 1- > |1- را €( 0 > 1 - | 


L4 
ا‎ 


T4 المتباينات‎ 


(Y‏ مجموعة حلها 18 لأن الطرف الأيسر مقدار موجب أو يساوي الصفر وفي كلتا الحالتين 
هو SÍ‏ من عدد سالب. 


یکون آقل من الصفر ولکن یمکن أن يساوي الطرف الایسر A‏ عند 1 = × وعندها 
یکون 1 - حلا للمتباينة. 


TER 


ax ^ +bx +e إشارة القدار:‎ 


(عندما iL‏ المتغير X‏ میع القيم (aiall‏ هي دو ما مثل إشارة 3 (باستثتاء مواضع 334-1 
فالمقدار يساوي صفرًا) إلا ما بين الجذرين (roots)‏ إن وجدا فالإشارة هی عكس إشارة ۵. 


(Y, 4) UL EA 
6x^ -13x 6 2 0 حل التباینة:‎ 


سل 

للتحلیل: نضرب طرف التباينة بالعدد 6 فنجد: 
(6x)? —13(6x) +36 <0‏ 

(نفتش عن عددین حاصل ضر ما 36 ومجموعههما 13- فنجد: 
(9-)(4-) =36 والتحلیل هو من الشکل: 
(6x —9)(6x — 4) <0‏ 

جذرا المقدار من الدرجة الثانية (second degree)‏ : هما: 


u | r3 


3 
= == و اشار ته شے : 
2 وار T BE‏ 


2 3 
3 3 


5 $ تطيقات في حساب التفاضل والتكامل 


33 AG 


A IS ES تال‎ 
Ax^ + 3+10 حل المتباينة:‎ 


سل 
المیز يساوي: 0> 7-=9-16 واشارة القدار هي من إشارة معامل x^‏ آي Ml‏ موجبة 
دومًا. فحل التباينة هو D‏ 


(Y1 UL La 
4x -127+9<0 حل البتباینة:‎ 


[NET 
المميز يساوي: 0= (144-4)4(9 والمقدار مربع تام. إذن:‎ 
فیقبل جذزا‎ T واٍشارة القدار ى الطرف الایسر موجبة الا عند‎ . )2-3(2 <0 


۱ SL. ۱ AR 
R- مضاعفا واخل هو:‎ 


PLU MCN 


x €-lLlx zl: حل التباینة: حو‎ 
Ix 1+ 


لنتقل القدار في الطرف الأيمن إلى الأيسر» فنجد: 
0X‏ 2 
l-x l+x‏ 


وبتوحيد المقامات» فان: 


x^ x42 2)1+ رد‎ - x(1— x). 
(1— xX1-- x) (1— ()1 + x) 


وبملاحظة أن مميز كثيرة الحدود في البسط هو: 0> 7— 1-89« فان إشارة كثيرة الحدود هی 
موجبة G ga‏ (من إشارة معامل (x?‏ 


5 cL UL 


ولابد أن يكون: 0< 39--1-3)0( 
الجذران للطرف الأيسر هما:1 ,1- وما بين الجذرين الإشارة عكس إشارة معامل 
نها موجبة. فا حل هو: )1 ,71( 


(YAY) Jlis 
Xx +4 f ری‎ © DG -5x +6) - Dx" -5x +6) حل المتساينة:‎ 


x + 4‏ 
ال 
CY‏ بالتحلیل نجد: 


Frid (x Dix - Dix - 2)Y(x - 3) sü 


(x+4) 
l- 1,2,3,—4 : (the numerator and dominator) جدور البسط والمقام‎ 
جذور بسيطة.‎ Te 
م‎ ¬ * T + a + 00 
—Oo eee 
4 zx | 2 3 


احل هي : 


)2[3,99 |[ 1,2]ن ]1 —,4—( 


(Y‏ طريقة أخرى (طريقة الحدول) 
ننشئ الجدول التالي: حيث وضعنا في السطر الأول جذور البسط والمقام التي حددت 
ست فترات على خط الأعداد. ثم ندرس الإشارة الخاصة بكل مقدار ونضرب بعدها 
الإشارات الخاصة بكل فترة ونضعها في السطر الأخير. 


ET‏ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


f(x) إشارة‎ 


CA,-1]U[L2]U[359) الحل هى:‎ Re gat 


(Y تال(‎ 
3 i LX ظ‎ 
rr- fo 3099 c dai عل‎ 


(x4 12 


f(x) إشارة‎ 


[-3.0] - (-1] الحل:‎ ie pat 
) x(x 4-1) عل الشكل‎ x + ضعنا القدار بر‎ s) 


ET LULA 


الطريقة المباشرة: 


o0‏ پ -l E Ü‏ 5 3- ابه وف 


G — — —‏ ي ت 
امتباينة تكتب على الشكل : 


2 cass 
_ x4 MEE) «0 
(x4 1(* 


f(x) 


والمقدار De x^‏ موجب دوما آما المقدار *(1+) فهو موجب إلا عند 1-<۲ فیساوی 


الصفر والعدد x--]‏ ليس Jue NT‏ الداله. فالا شارة هى من إشارة كثيرة الحدود )3 +) وهی 
سالبة ما بين الحذرين 3,0— مو جه خارج الحذرين فمجموعة اخل هی المحددة سابقا. 


حل المتباينة : ا gan‏ 


رح ] 


ال 
ننقل الحد من الطرف الایمن إلى الأيسرء نجد: 


0 


1-x 


L us‏ القامات قال: 


جذور البسط والقام: .2 . وهي تحدد ثلاث فترات على خط الأعدادء والاشارات تتناوب 
بسبب کون الحذور بسيطة. 


e‏ تطبيقات d‏ حساب التفاضل والتكامل 


لاحظ أن: ۶)2(>0 وأن 1 جذر للمقام فمجموعة الحل هي: [zs‏ 


(C S) dL E فت‎ 
E H aun 
x £-Lx zl - : حل المتباينه‎ 
l-x رد[‎ 


امحل 
لنتقل المقدار في الجانب الأيمن إلى الجانب الأيسر» فنجد: 
3 2 


fü 51-1 „oe 20:9 -30 - x) | 
(1 — xx1-4 x) (1 (1+ x) 


حذور la JI‏ والقام: ۱ ,] — ر شی دد آربم فتر ات على خط cle NI‏ والإشارات 
تتناوب بسبب کون الجذور بسيطة. 


لاحظ أن 0> F‏ وأن الحذور هیعها ليست حلا 


۱ ZH) : هي‎ JA فمجموعة‎ 


(v. ۱۷( JUL 
[2x -1| > [x 4-1] حل المتباينة:‎ 


t0 TE BER RS 


dal 
با أن المقدارين في الطرفين الأيمن والأيسر غير سالبين فيمكن أن نربع طرفي المتباينة» فنجد:‎ 
Qx-D^ - 0۲+ 1(* 0e Qx-1)* x +مر)‎ 4 
: فان التباينة تكتب على الشكا‎ « a^ — 5^ - (a - bY(a +b) 


[(2x—D - + DII2x - D + (x - D] x0 
(x-2)3:0 > 0 : او‎ 


واشارة القدار في الطرف الایسر JS‏ 


فمجموعة اخل هي: ]2 ,0] 


متتال ۱:۵ (Ya‏ 
3-1 
حل المتباينة : لها" 


2 
ال 


حسب خواص القيمة المطلقة لقسمة مقدارين. TOU‏ 
1- 


<] 


) و متك . 


e a أن‎ ihel e 3x — 1 > [x -2| 


وبتربيع الطرفين» نجد: 
x2:(x-D^-—(x-2)^ «0‏ 
xx 2 [(3x—-1)-(x-—2)](3x-1) -(x-^2)] «0 vel‏ هب 


T€ وإشارة المقدار‎ x z2:(Q2x-D(4x-3) > 0 


£1 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


| 
| 
A 


5 


2 [ ولا تحوي العدد 2 وإلا استثنيناه من JH‏ 


3 à 


مسشال )34 (Y,‏ 
حل المتباينة: 1+ ×2 > | 


ال 

في هذه الحالة لا يمكن أن نربع الطرفين OM‏ القدار في الطرف الأيمن قد یکون موجبّا وقد 
يكون سالبّاء لذا نلجأ إلى تعريف القيمة المطلقة. 
١)إذاكان: x20‏ » فإن ×= b‏ . وبالتالي تكتب المتباينة على الشكل: 
2+1 > بدح × > 1- والمقبول من هذا الحل هو الموافق للشغ b‏ 
0 < إذن مجموعة الحل الموافق: (ه ,0] 
CY‏ إذا كان: 0« x‏ « فان p 2 —x‏ . وبالتالي تكتب التباينة على الشکل: 
2+1 > بسح :3 > 1- جه بر > > والمقبول هو الوافق للشغرط 
O5] c 0‏ جموعة ال الموافق: 

E 


واتحاد الحلين في (۱) و (۲) یعطی ا حل المطلوب وهو: 
3 
de‏ 


آثبت أنه ]3 کان: 2 > |x-3‏ » فإن: 17> أ8- p?‏ 


) T «JJ تال‎ 


LU 


|x-3 «2‏ جه 2 > ۲-3 > 2 + 5 >> 1ب 
25« ۶ ۰ 1 سم ۰17 8- <x‏ 7 سم 


17 تر < 7- > 17- > 17 > أه- 7ا 


ا۹7 
x-3‏ 


2 


إذا كان 4 > لد| فأثبت آن: 7« 


الحل 
Ix -3| Ix-3| ۱‏ 


x—3 
x* +1 1 


x* + [ 


£A 


حل التباینات التالية: 
ELE (۱‏ 
(Y‏ 2 > 27-3 
(o‏ 2 > لا إد| 
Ix-1|«-1 (v‏ 
Bx-5|» —1 (4‏ 

(x—-1x-2) < 0 CM 
x? -4«0 ۳ 
(x41)? -1< 0 (Yo 


1 ¥ 
x -1 
0«[2x-3| «1 (34 
Ix- 3 > |x- 4 ET 
| 2-4 


z2 (YT 


[ = 2ا 


d 
2x -3 < x (Y! 


X 


z 
1+ x“ 


x^ -16>0 ۵ 


(TY 


| 
MS c 
l— x 


حل العادلات التالية: 
Ix-1|22 ۷‏ 
x^ +x (Y4‏ - 


2 
X +X 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


3 - 4 


1-2 <5 (¢ 
| -3<1 (C 


>5x-7 (7 


[2x-3 50 ۸ 
4 - 2 < 0 ۰ 
x'^—6x4820 (NY 

x -8»0 (VÉ 
x—-x^ €0 (M1 
x«5x-2«3x—-1 CYA 
| > |)» - 2 > 2 (° 


|27 - 5| < ax-2| (YY 


x-1 


«0 (£ 


X -+ 
x(x -1(x-2) 20 (YA 


x -3x+2>0 (YA 


> 0Û (Ye 


yd 

x*—9 
Ix-2|z 2x44 (YY 
(x—1) 

(x 4-1)? 
(x-D*(x-0? »0 (1 


<0 «Y s 


|: - 2| -3 (Y'A 
| = 2x-1 (£* 


۱ )إذاكان *ط < a^‏ حيث IR‏ € طبه » فان إحدى الإجابات التالية محققة: 


التباینات £4 


az G) ۰4-0 )ج(‎ casb C2) «azb )( 

اختر الاجابة الصحيحة سير ةا [جابتك. 

CEY‏ حدد الشروط عل العددین as b‏ كل حالة فیما يل لیکون التقریر صحيحًا: 
a? »b^eca»b (Î)‏ 
a^ «b^ «ca» b (2)‏ 
(ج) «cab‏ 


4 


۳) آثبت آنه إذا کان: 
«[x-2]«1 )(‏ فان: 5>له- x?‏ 


3 1 
"- 
4 


(ب) 4 > 2-1 » فإن: 6 > 
££( حدد التقریر الصائب e‏ یل : 
(i)‏ لبو ووو 
X F‏ 
"cm (—)‏ 
(ج) Ix y| | |y]‏ 


x^ > y* Eno > (د)‎ 


x, y)‏ عددان حقيقيان) 


(£o‏ حل المعادلات التالية: 
)1( 1= 2 - »| 
(ب) 4 - e -i‏ 


x? -5x46-16 (e? 


Cy رفم‎ 


الدوال الحقیکبة 
THE REAL FUNCTIONS‏ 


(Y^, V)‏ الدالة الحقيقية 


(Y, ۱( تعریف‎ 


الدالة الحقيقية علاقة من مجموعة (ACIR)A‏ إلى مجموعة 11608 ح 8) بحیث hsp‏ كل 


القابل. 


لمجال القابل الجال (مجموعة التعریف) 


Domain Codomain 


کل 


نعبر عن الدالة f:A B JS JU f‏ 
ونعير عن قاعدة (Rule)‏ الدالة بالمعادلة: f‏ ر 


2١ 


oY‏ تطسقات d‏ حسات التفاضل والتكامل 


نسمى صورة العنصر 2 وهی f(a)‏ بقيمة الدالة (The value of f) f‏ عند „a‏ 
نسمى مجموعة صور المجال بمدى (Range of f) f‏ ففى الشكل (Y , ١(‏ مدى الدالة هو: )7 ,4( « 
ule,‏ هو : (5 ,3 ,2]» أما Ule‏ القابل فهو: 


14, 6, 7] 


(Y, Y) تعريف‎ 

| نقول :ان الدالة/دالة متباينة 

(أو أحادية) إذا تحقق لكل xix.‏ 
| من مجال الدالة: 


دالة متباينة 


One to One function 


Xp ج ون‎ fo) € fa) 


کل 


f GO) e" f G3) => Xj = د‎ | 


اتعریف (۳, ۳) 
| الدالة الشاملة (الغامرة): هی التی يرتبط کل 
الأقل من الجال. 


Onto function 


شکل (۳, ۳). 


تعریف E)‏ و۳) 
دالة التقابل هی الدالة التباينة والشاملة ob‏ 


و احد. 


وهنا يرتبط كل عنصر من المجال المقابل بعنصر Bijective function‏ 
وحيد من المجال. شكل )£ ,۳). 


الدوال الحقيقية 2 
تقبل m‏ التقابل ۳۹ € Ule, B uie pal‏ التبل Å‏ 553 | عليها س j‏ 2 كا 23 (Y,‏ 
بقلب جهة الاسهم. فمثلا: 

f D--1« f^)-2« (۸ 


Io ES 
de أوجد مجال كل من الدوال العرفة كا‎ 
f()-x! -2x! +2 (Y 


2 
XccTX 


CY 
4 


۶)( = 


Y? 


=v? (Y‏ )م 


fG) 2 ۷-2 -x 43 (f 


ال 

(polynomial function) حدود‎ 8 445 Uy IR هو‎ f حال‎ ) ١ 

f Jie (Y‏ هو (2,2-)- OY « IR‏ مجال أى کسر بسطه ومقامه كثيرة حدود هو: IR‏ مستثنی منه 
أصفار المقام. وهنا أصفار المقام: 2,2—. 

x? لأن القدار تحت إشارة الحذر ميزه يساوي 4- فإشارته من إشارة معامل‎ CIR هو‎ f جال‎ (Y 
مو جب وأصغر قيمة له هي‎ 1+ x? مباشرة أن المقدار‎ UL فهو موجب دوما (يظهر‎ 
الوحدة).‎ 

CE‏ الدالة ۴ معرفة من أجل قيم × غير السالبة أي المحققة للشرط: 

-2x* -x4320 
(32x 3) 7x € 1) < 0 تكتب المتباينة على الشكل:‎ 
وإشارة المقدار في الطرف الأيسر:‎ 


فمجموعة JH‏ هي : ۳ 


ot‏ تطسقات d‏ حسات التفاضل والتكامل 


| ملحوظة: إذا ۸ نذكر مجال الدالة Wlad f‏ هو مجموعة كل الأعداد الحقيقية × التي من أجلها 


. f x) & IR 


أوجد جال ي de‏ بأن: 


F=] T wf 
1 + xX 


f(x) = 1+ |x| CK 


اللحل 
Jue (Y‏ الدالة ۴ هو مجموعة قيم x‏ المحققة للشر ط: 
E >0‏ (ما تحت اشارة امحذر لیس (CIL.‏ 

X 


-1,0 البسط والمقام:‎ pS 
: S JI واشارة‎ 


(لاحظ أن العدد 1 - جذر للمقام ولا يجوز القسمة على الصفر). 
فالجال هو : )10-[- U[0,20) = IR‏ )1-,0—( 
CY‏ المجال هو CIR‏ لان: 0 < دح 1 < 1+ إا 
نعرف b‏ مجموع دالتين 1و ع والفرق بينهما وحاصل ضربها وقسمته| بالشكل التالي: 
h(x)2(f HENE FERN O‏ 
(ب) )<( h(x) = (f .g)x)of (< )g‏ 
(r) ۶ 0G) =‏ ع) 
ومجال الجمع والفرق أو الضرب والقسمة هو: تقاطع المجالين إلا في حالة القسمة فيستثنى 
أصفار المقام. 


jo) 2-82. (ج)‎ 
g(x) 


الدوال الحقيقية ده 


آ و جد محال ‏ إذا علمت آن: 
|x (۱‏ + قير 4 - h(x)‏ 
x +X‏ 
5 
sgi‏ ين 
h(x) = sinx.N Ó-x^ C£‏ 


(Y 


h(x) = 


h(x) = m 


ال 

)١‏ مجال الدالة f‏ حیث: |د|- fo)‏ هو IR‏ ومجال الدالة ع» حیث: ”×-۷4= )م هو 
ie past‏ العناصر × المحققة للش 4-x? <0 ib‏ 
وإشارة هذا المقدار شي . d -+ x‏ 


[-5, 2] عو‎ Jis 
]-2, 2] = مجال ع‎ of هو :محال‎ h فمجال الدالة‎ 


h ويشترط لكي تكون‎ IR حيث: ×+ “×= »)م هو‎ d الدالة‎ Jue (Y 
معرفة أن يكون المقدار تحت إشارة الجذر في المقام محققا للشرط 0 < × - 1 >> × < 1 (استثنينا‎ 
h Jle هو (6,1-). ويكون‎ g التساوی لوققوع القدار في المقام) فالجال لدالة المقام‎ 
n 

(—%,1) = IR ^ (e,1) 
هو 11 ويشترط في المقام أن يكون:‎ /)( - [x- 1| جال الدالةمرحيث:‎ )۳ 


)-x× + 1() + 2( »0«——x^ - × +2 <0 


(استشنينا أصفار المقام). وإشارة هذا المقدار: 


o1‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 
فالمجال لدالة المقام g‏ هو : D)‏ ,2-) وال h‏ هو : 


IR c (CAD = (2,0 
الدالة ی حيث: ۰۹1-7۶ ()2 یتحدد‎ Jue و‎ IR هو‎ f(x) = sinx حيث:‎ f محال الداله‎ )٤ 


من الشر ط 0< *-1. واشارة هذا القدار: 


فمجال g‏ هو ]1 ,1-] وال h‏ هو: 


/(۳۱]-1,۱[ = [71] 


CY , Y)‏ الدوال الزوجية والفردية والدورية 


The Even, Odd and Periodic functions 


تعريف (۵ و ۳) 


تقول إن الدالة/ دالة زوجية عل مالا 1 إذا تحققت الخاصية التالية: 
)م = feo‏ لكل xel‏ 

هذا يعني أنه إذا كانت 21 فان 1ع *- . 

فمثلا: الدالة cos‏ دالة زوجية» لأن: cos(—x) = cosx‏ 

وأيضا الدالة م حيث: 1+ f(x) =× x^‏ دالة زوجية لأن: fa)‏ - )مر لكل €IR‏ . 


تعريف (Y ,"U‏ 
تقول إن الدالة/دالة فردية على le‏ 1 وذلك إذا محمققت الخاصية التالية: 


xel لكل‎ f(-x) 2 -# (x) 


.—x EÍ opex el هذا یعنی أنه إذا كانت‎ 
OY «OU» à دالتان‎ tan و‎ sin الدالة‎ BN 


tan(—x) = -tanx « sin(—x) = —-sinx 


لاحظ أن الدالة f‏ حيث: + جع - 1 fœ‏ ليست زوجية ولا فردية. 


(Y, V) تعريف‎ 


تقول إن الدالة/دالة دورية على I] Ele‏ نحقق لكل 7 ع x‏ الساواة التالية: 
fix)‏ = ره + a) fx‏ عدد ثابت). 
و ادا کان ۾ أصغر عدد موجب نحقق المساواة فاننا نسميه zale‏ بدور الدالة. 


فمثلا: الدالة f= sin‏ دالة دورية OY‏ 
2r) = sing)‏ +51۳ ودور هذه الداله هو 2. 
بالمثل الدالة: illa f= tan‏ دورية ودورها هو m‏ لأن: 


tan(x + x) = tanx 
التناظر في المستوي (التماثل)‎ )۳,۳( 


تعريف (Y , A)‏ 
نسمي مجموعة كل الأزواج المرتبة Quy)‏ من الأعداد الحقيقية والمحققة لقاعدة الدالة ۴ 
العر فة بالعادلة: 


] بمنحنی الدالة‎ ۰ y= fix) 
f للدالة‎ Tim في المستوي فنسمى مجموعة النقاط الناتجة بالمنحنى‎ Guy) وإذا مثلنا النقاط‎ 
الدالة/).‎ OU) 


فمثلاً: المنحني البياني للدالة ي حيث: 3 + ×2 = y‏ هو مستقيم. وبيان العلاقة المعرفة بالعادلة 
y? - 1‏ ”× هی دائرة مركزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها الواحد. 


نعلم أن نظير النقطة (oy)‏ بالنسبة لمحور السينات هي النقطة (xy)‏ 


أرق تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


فالتحنی الذي معادلته 1 - ”لإ + X^‏ متناظر بالنسبة لمحور السينات» لأنه إذا كانت 
النقطة (x,y)‏ تحقق معادلة المنحنىء فان النقطة (x,-y)‏ تحقق معادلة المنحنى آیضا. 

وأيضا نظير النقطة xy)‏ دالشسية | 
لمحور الصادات هى النقطة 
ووس ا النی adis‏ سد escasos (x, y) vis‏ تک (—x y) pe‏ 
متناظر بالنسة لحور الصادات لأنه إذا 
كانت النقطة gät (x,y)‏ معادلة النحنی. 0 
فان النقطة jät (-x,y)‏ معادلة النحنی 
ايضا. ۰ 


L 


(X, =y] 


شکل (۳,۵). 


- 


وهذا حال أي Ul‏ زوجية فكل U‏ زوجية lelu‏ متناظر (Symmetric)‏ بالنسبة لمحور 
الصادات . 
وكذلك نظير النقطة (x,y)‏ بالنسبة لنقطة 
الأصل هي النقطة (—x,—-y)‏ 
فمنحني الدالة التي معادلتها 
y = sinx‏ متناظر بالنسبة لنقطة الأصل 0. à‏ 
لأنه ]15 كانت النقطة (x,y)‏ تحقق معادلة 
المنحني» فان النقطة (7x,-y)‏ تحقق معادلة 
المنحني ON‏ 


(x,y) 


زو 


a شکل‎ 


y د‎ 9110 €»—y--—sinx €» —y —sin(-x) 


وهذا حال أي دالة فردية. فكل دالة فردية بیانها متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. من جهة 
TJ‏ نظير النقطة (x,y)‏ بالنسبة لنصف الربع الأول هي النقطة (y,x)‏ 


الدوال الحقيقية o4‏ 


فمنحنی العلاقة العرفة بالمعادلة: 1= ر + × متناظر بالنسبة لمنصف الربع الاو لأنه I3]‏ 
كانت النقطة (x,y)‏ تحقق معادلة المنحنىء فان النقطة (yx)‏ تحقق معادلة المنحنى لأن: 


۱ | 3 3 3 
y? tX —-l]lox-c-y =| 


(Y, £)‏ انسحاب منحنى باتجاه أحد المحورين الإحداثيين 


Y you ان المنحني الذي معادلته:‎ by 
ینشاً من النحنی الذی‎ y < fG) + h 
بانسحاب باتجاه الحور‎ y = f(x) معادلته:‎ 
مقداره ط وحدة» نحو الأعلى إذا كان‎ y 


0 ونحو الأسفل إذا كان 


.h <0‏ 
شكل (۳,۷). 
وأيضا المنحني الذي معادلته: g(y)+h‏ = × ينشأ من Qo‏ الذى معادلته: 
(Translation) lb x = g(y)‏ بانهاه المحور × مقداره h‏ وحدة نحو اليمين إذا كان h»0‏ 
ونحو اليسار ادا كان h«0‏ 


x=g(y) و‎ 


شکل (۳,۸). 


Je 
رسم بعض أنواع الدوال‎ )۳ , ۵( 
y" (Y , $) مسشال‎ 
: تحنات المع فه بمعاد لا نيا يلي‎ | 
ارسم النحنیا المعرفة ؛‎ 


y 2x? (Y 2 
X——Yy (Y 2 
x-y*^(Y 


y 2|x- 1| A 
y - |x| (o y=-x )5 


امحل 


NI ilz |‏ وفتحته نحو 
xc y^ (!‏ ه | 
الایمن» شکل )4 , Y‏ ( 
y‏ 


در 


2 | X—y 


أ y= —xà‏ (ب) 
O‏ 


4r, 4) 45a 


1 ئی الذى X y^ uda.‏ 
TIT‏ سب مااي الس وین ولاز 
بالتعويض عن x‏ با k J‏ 


الدوال الحقيقية 2 


۳) ر بر هو قطع مکافی متناظر بالنسبة للمحور y‏ ينشأ من القطع y?‏ = مر بالبادلة بين 
المتغيرين y cx‏ فالمنحنيان متناظران بالنسبة لمنصف الربع الأول» شكل ٩(‏ , ۳) (ب). 


C£‏ أما المنحنى الذي معادلته >= y‏ فهو نظير المنحنى الذي معادلته 2 ×= y‏ بالنسبة 


ysix-l 


۳ 34) Js 


»-M- [t (o 


—x,.x«0 


هو عبارة عن نصفى مستقيمين متعامدين يتقاطعان عند 0 نقطة الأصل ومتناظران بالنسبة 
للمحور ey‏ شكل (۱۰ , .)١‏ 


بانسحات مقداره و حدة واحدة وباتهاها لحور: وال ال KO Yu). Iso NUM‏ 


1Y‏ تطسقات d‏ حسات التفاضل والتكامل 


(v, 0) JU A 

ارسم المنحنيات المعرفة بمعادلاتها: 

y= »له‎ (Y “ودع‎ (Y y-a Ú 
(y-D* 2x (1 y? =(x +1) ۵ لس دم‎ (f 


الجحل 


)١‏ النحنی الذی معادلته yox?‏ متناظر بالنسبة لنقطة الاصل ویمس مور السینات عند 
نقطة الأصل» شکل QUY‏ 


I) فشكل‎ 


CY‏ النحنی الذى معادلته xm y^‏ هو نظير النحنی الذى معادلته <<« بالتسبة لنصف 
الربع الأول شكل (۱۱ ,۳). 


1v Laal الدوال|‎ 


× = y? هو النصف الأعلى للقطع المكافئ الذي معادلته‎ « = Vx المنحني الذي معادلته‎ CY 


ويواقق 0<«.شکل (Qu‏ 
CE‏ المنحني الذي معادلته yo — x‏ هو النصف الاسفل للقطع المكافئ الذي معادلته 
cx y‏ ویوافق Rey S0‏ (۳,۱۲). 


y2-(x1) 


شكل (۱۲ ,۳). 


y? ر ينشأ من النحني الذي معادلته برح‎ = (x +1( النحني الذي معادلته‎ Co 
.)۳ وإلى الیسار» شكل (۱۲ و‎ x بانسحاب مقداره وحدة واحدة وباتجاه الحور‎ 

P (1‏ الذي معادلته × = zin (y-D?‏ المنحني الذي معادلته y^ 2 x‏ بانسحاب 
مقداره وحدة واحدة وباتجاه الحور :وال الأعل ویمکن رسمه بسهولة. 


مال (Ys‏ 
أوجد dle‏ ومدى كل من الدالتين المعرفتين كما يلي: 


1f‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


2 × >> [ 
| -1, < 0 
fix)-4 4 (Y اه ار ی تزا‎ O 
X عن‎ <0 
—x-3x»2 


الحل 


71 


المجال, !117-140 


المجال: IR‏ 
المدی : [2,مه-) المدی : (مه,0)ن(1- ) 


(Qu) شکل‎ 


The Inverse Functions 


) V) JL 
دالة متباينة ثم أوجد الدالة العكسية 7۲ (باعتبار‎ fo) - 24 حيث:‎ d آثبت أن الدالة‎ 
هو مداها). ارسم المنحني البياني للدالة ۶ وللدالة العكسية طاء ماذا‎ f أن المجال المقابل للدالة‎ 

تلاحظ ؟ 
الیل 
4+ و22 = f (x) 2 2x 4, f (x5)‏ 
2x, = 2x — x = x3‏ 4 + ر×2 = 4 + 2x;‏ 


الدوال الحقيقية 10 
فالدالة متباينة وباعتبار أن be‏ المقابل هو مداها فهى شاملة. 
ste V‏ الدالة العكسية للدالة ‏ حيث: 4+ y 22x‏ 
أ) نبادل بين موضعى المتغيرين y 5 x‏ في المعادلة 4 + qu uy 22x‏ 


x=2y+4 


2y =x-4> y= f (x)= MUS  ةلالدب‎ y ب) تحسب‎ 


x—4 
7 

من اللاحظ آن f Jte‏ هو 18 ومداها (مجال الدالة العکسية ٠‏ ) هو AIR‏ 

والمنحني البياني للدالة ] هو مستقیم ويكفي لرسمه معرفة نقطتین منه ولتکن نقطتي التقاطم. 


1/2 . 


quos 


والمنحني GUJI‏ للدالة fI‏ هو مستقيم آیضا. وبا أن أحدهما ينتج من الآخر بالمبادلة بين Y OX‏ 
فان المنحني البياني للدالة '-/ ينتج من النحنی البياني للدالة f‏ وذلك بأخذ نظير المنحني الذي 
معادلته A JU y = f(x)‏ لمنتصف الربع الاول. 


1 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
(ud‏ 

بين أن الدوال المعرفة بمعادلاتها التالية متباينة ثم أوجد الدالة العكسية لكل منها (المجال 
المقابل لكل منها هو المدى): 


(xe IR )y 2 x^ (Y y= : (١ 
]- x 
: 2 
y-4-c(x-D? (£ کر‎ ۶ 9 (Y 
X 
لحل‎ 
یت( مد‎ xs ا‎ TARG) 
fx) jeg 4 P [xs باين‎ ( 
X] X2 | 
= ج‎ X و ارس‎ = X5 — X1X^5 ج‎ X] = X5 
1— x l- x5 
فالدالة متباینه.‎ 
: الدالة المکسة‎ 
لنبادل بين التغیرین في قاعدة الدالة» فنتحصل على العادلة:‎ (Í 
y 
x=- 
Le 


ب) نحل المعادلة للحصول على y‏ بدلالة المتغير *: 
y‏ 


TC AE mold c باحو‎ 
[ - v 


و = = y‏ وهذه هي قاعدة الدالة العكسية. 


لاحظ أن ال الدالة ۴هر R-(1)‏ وآن مداها Cf! Jue)‏ هو IR-(-1)‏ 


۲) التباین: ?)05 - )05 , 03 = وا 
و هلك . 15 = (Y = (x,)* = X‏ 
لكن x; e IR^.‏ × فها من إشارة واحدة, لذا تستيعد الإشارة السالبة. 


اذن: mx»‏ ند فالدالة متاینة. 


الدوال الحقيقية 1۷ 
الدالة الكسة: 

آ) تبادل بین التغیرین: x2 y^‏ 

(ب) تحسب ۲ بدلالة : لو < س« 

فالقبول x‏ - 69 !^£ =« (لأن Jue‏ الدالة ۴ أصبح مجالا مقابلاً للدالة ۶۳۱ ). 

لاحظ أن مدی f‏ وهو )0,0( یصبح عالا للدالة ۶0۶-۱ . 


(Y‏ السايخ: 


Jaa) = fix) 5+ z 2 دک مگ بو‎ 5 : 
(X1) (X5) (XJ — (x3) 


3 3 
2 = ندج (22) > (x)‏ جه 


الدالة العكسية: 


(I‏ نبادل بين المتغيرين» فنجد: 


(ب) نحسب y‏ بدلالة x‏ 


۱ 
سب ور‎ ua; 
x—5 


JR-(5) هو‎ C f^! Jie) f وآن مدی‎ IR-(0) هو‎ f لاحظ أن جال‎ 


4+ (X e - 4+ (xs ans = (Xj P = (x5 0 اهب‎ re 
(بتكعيب الطرفين).‎ x 712 x? -1 ج‎ × 2 x» 
: الدالة العكسة‎ 
أ) نبادل بين المتغيرين فنجد:‎ 
1 


x = 4+ )«-1(3‏ 
(ب) نحل المعادلة بإنجاد y‏ بدلالة ×: 


TA‏ تطسقات 3( حساب التفاضل والتكامل 
1 | 

 < 4+ )«-1(3 ج‎ x-A-2(y-D? —(x-4) = ۷-1 

ومنه: *(4-) +1ع y=f(x‏ 


لاحظ أن جال الدالة ۴ هو IR‏ وأن مداها هو 15 أيضاً. 


(V VS) UL Ea 
بين فیما إذا كانت الدالتان المعرفتان بالمعادلتين التاليتين تقبلان دالتين عكسيتين أ م لا؟‎ 
f= &c«filR* —IR (Y y=2x -8 ۱ 


ا 
۱) الدالةغى متباينة tO‏ 
f) = fæ) 2 203) -8 = 2x)? -8‏ 
م1 < ورج (x) - (x4)?‏ = 


e 


إذن ليس ها دالة PE‏ 
(CY‏ ليس شاملة aN‏ مدی الداله ۴ هو )0,00(« وهو مو عه جر A‏ فعلبة من nt IR‏ عدد سالب 
ليس صورة لأي عنصر من مجال الدالة. إذن ليس للدالة f‏ دالة عكسية. 


The Composite Function 


B 


g(y) = g(f(x)) 


(Y, 38) شكل‎ 


لتكن: f:A B‏ 
g:C— D‏ 
نعرف دالة التركيب: ۴ه م = م بالشكل: 


(g of )x)- “راع‎ (x) 


جال UIS‏ التركيب هو مجموعة العناصر × حيث: 
xe(f Jle)‏ و (مجال f(x) e(g‏ 


(YA Ful ta 
إذا كان:‎ » h —gof euo hi Us اوج‎ 
g(x)=x ° +x 7° +1 مرح (عر) ره‎ +5 +7 (١ 


gG)- ۳ + شش‎ 


2 


yo+ 
g(x)-Nx^-x-41 « fo. ۱ (Y 
y — 
بت تا‎ : fF (=| 1-x*? (i 


Gc ^ ET? +4) 


لاحظ أن Jle‏ عءهو 1۸ في جميع الحالات:إذن pah Jle‏ جال ] ويساوي: 

IR كثيرة الحدود هو‎ JU OM IR. )١ 

x -1< 0 (مه,1] وهو حل المتباينة:‎ CY 

IR — [1] ۳‏ (لاحظ أن مميز المقدار 1+ ta‏ :برهو 3- فإشارته موجبة دوما). 

Cx? عکس [قنارة معامل‎ aod حل الاي 0 € *يد-](الإشارة ماین‎ o gas وهو‎ [—1,1] (f 


J al> daa ره و < ۰ هو حال 1 مستئنی‎ Jue هو . ۱ ,1-۵ . فان‎ Fu Jue إذا كان‎ (Y) 
f (x)2a «f (=p المعادلتين:‎ 


)۳ اب‎ JL Es 


أوعد hb‏ حیت: هم - إذا کان: 


IR -)1( هو:‎ «f. Jles IR —(2] مجالعءهو:‎ )١ 
eee afe - 2 Joc f (x) =2 لنحل المعادلة:‎ 


إذا كان جال ch‏ هو : ا pis‏ 
2 


: مجال ع»هو: !78-10 ومجال ؟» هو مجموعة حل المتباينة‎ CY 
(0,1] ویساوی‎ 0 hen E S o e ew 
X 
. )0,1( هو:‎ ch ادن مجال‎ x =1 فنجد:‎ cf (x) 20 لنحل المعادلة:‎ 


CY‏ مجال ع.هو: ]10,6 IR‏ . لنحل المعادلتين: 0= f (x) 26«f (x)‏ فنجد: 5= 0,۲ < x‏ ومجال 
ch‏ هو: )0,5( — IR‏ (لاحظ أن f Jle‏ هو (IR‏ 


(Y)‏ إذا كان «g Jie‏ هو: .IR —(a,b)‏ فان Jie‏ زه و = ۸ء هو مجال f‏ مستثنى منه حلول 
التباینة: .a «f (x) «b.‏ 


(o. 9) JL £a 

أوجد مجال h‏ حيث: of JŒ)‏ م ) = ) c h(x‏ إذا كان: 
2(x)-4x^-5x +6 (f OENES‏ 
جال «f‏ هو: (0,1]. ومجال ع» هو: (2,3)- IR‏ 

نحل امتباينة: 2< [LA‏ <3 جه 9> هارت 


4)]-(“* «x(1-x)«9(-x» 
.) (ضربنا الطرفين بالقدار 2( -1) مع ملاحظة أن 1=× ليس حلا لما‎ 


ال دوال | .2,4 à‏ ۷۱ 


المتبايئة الیمنی ترد إلى الصورة: 0 > )9— (1—x 10x‏ وحلها:[1,-]- IR‏ 
التباينة الیسر ی ترد ] الصورة:0 > É, pils (4—5x X0 —x)‏ 


4A © i411 59‏ 1 9 4 49 .. 
وتقاطم املين: هو: رت لع إذن —1u[——,D) : Ole‏ 012-29-0 
طع b. ) 5 or‏ ا - ? (0,1] 


VY 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


أوجد مجال كل من الدوال المعرفة بمعادلاتها التالية: 


F(x) =x - ۶ +7 ( 


fo) < كت‎ zt 
x^ —4 


f(x) 2 Jsinx41 ۵ 
fije dx? «4 (V 
feos ل‎ + 4+ 42۶ (4 


[ )( - + E — H4 
ع - 1ه‎ 
۱ :د لو‎ + 4 
۶) لت‎ )۲۳ 
ii 1-1 + 


f(x) < برعي‎ (V0 


002007 (AV 
sinx 


EN 
Er 


X 


[ )( < 2 (Y 
[ + x 
GC - D +4) 
f(x) 2 cos2x (1 
f(x) 2 4x? + +8 (A 


fG3 22x? -10x412 ۰ 


3( و( موب ی 
X‏ 


fco = xx? -4 + لدا+ ال‎ )١ ٤ 
f(x) =sec3x (M1 


f) - هه‎ CA 


feo [rta (Ye 


x“ ۷ > 


١5 ۸ مع اك با 4غ‎ Y ۰۲ حدد الدوال الزوجية والفردية المعرفة في التهارين‎ CY Y 

YA, ۱۷۲ +۱ 164585 حدد دور كل من الدوال المعرفة في التارین مع كك‎ (YY 

۳) آوجد دالة Alto‏ دورها P.‏ ودالة أخرى دورها 67. اختير تباين (أحادية) الدوال المعرفة 
بمعادلاتها التالبة وأو جد الدالة العکسية ان وجدت. 


fico -2x«4 (Y£ 


|x- 1| (Y3‏ 2 وصور 
1 
× +1 


(YA 


fO) 22x47 (°‏ 
(YY‏ < بن كيد د () و1 


, اس ور 
۳ سس n‏ 
fix) y 4‏ 


| 0) fs (x)= 


f(0) =x «4 (Yo 
f40) m x* 5x4 (YN 
fed 224 x-1 (Y4 


fa) 2 2x? - Ax.x <1 (Y'A 
X 
fiot) —r* 


fiaa) = x! -6 (Yo 


۲ ۳) أوجد مدى کل من الدوال المعرفة في التهارین من (۲) إلى (۳۵). 
ارسم بيان كل من الدوال المعرفة بقواعدها التالية وأوجد مجال كل منها ومداه. 


fea 20 (A $ _ b چ‎ < 0 (Y V 
4 


a > لا‎ 2x0 > X 2-1] 
x —l «x < [ x -l >l ۱ 
fx -1 4| < × < Û (€ T = —] (ees 
-x -lx <0 مر‎ um [¥ >0 
x zx 
f (x)= id 
wes Q2zx2-2 
(ofp a C) (hofd (Î) 
Cfigofi Dw )د(‎ (fsofs Xx) (c) 
(jn (و)‎ (Fiofa) Ca) 
Xo 
ثم أوجد مجال دوال التركيب (التحصيل) السابقة.‎ 
(figofo)1) C2) (fgof; X8) (Î) 
(fsofs)1) (3) ( f3ofa (2) (c) 
بين أن الدوال المعرفة بمعادلاعها التالية دوال محدودة:‎ CE 5 
)مر‎ = 2+ 4cos2x (ب)‎ f(x) 21-3sinx (Í) 
۱ × X 
f(x) 9 —— — (3) کل‎ "x0 (aed 
- | + 4x? i ds 1+ x^ PONE 


اعت ادا على المحنيات الممثلة بمعادلاتها التالية: 

(آ) × دب (ب) (c) y-x?‏ لمر د بر 

(د) |= YSNA (3) y‏ 
وباستخدام تناظرات أو انسحابات مناسبة» ارسم المنحنيات الممثلة بمعادلاتها التالية: 
6 در (ب) اد ر (e)‏ ۶-3 < « 


yé‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


7 در r=y (o)‏ (ج) ر = × 
(D(tv‏ دعر )2( x-2-y! (e) x=y‏ 
y2[x-1| Ó) C£A‏ (ب) 1+/د- « y=- (e‏ 
5 مدر (ب) الا y-4x-2Q)‏ 
Co *‏ أوجد باستخدام التعارین من (5 ؟) إلى Qro)‏ 

(s XD GO — (if) (ب)‎ Bw (b 


fi 


(Fe + fio) (و)‎ (f> + ر‎ ()8( C) cM) (3) 


11 
ثم أوجد Jue‏ الدوال المعرفة t‏ الفقرات (Í)‏ 22(« 2(« (و). 
Co Y‏ أثبت أن الدوال التالية دوال تقابل ثم أوجد معكوس كل منها: 
(Í)‏ (م,1]ج [0,مما)ممر حيث 1+ 2× < دامر 
(ب) fIR-() + IR-()‏ حيث —— - ()] 
1 | 
FIRIR (c)‏ حيث 1+ fœ =a-‏ 
لح - () ۶ 
XxX tl :‏ 
۲ أي الدوال العرفة كا یل تقبل دالة عكسية باعتبار مجال كل منها Ule P IR‏ القابل هو مداها: 


fe)-k-3G2 ور‎ =×” +5 )( 


FIR! (04) (s)‏ حيث 


,2 


fs | (3 f(x)sx +1 (c) 
9 


2y) Q2) 


ziL ala. ill 


LIMITS 
نهاية دالة‎ (£ , Y) 
The Limit of a function 
. 3 حيث 1غ‎ f (x) =× +1 دالة معرفة بقاعدتبا:‎ f لتكن‎ 
لنعط للمتغير × قيا قريبة من 1» فنجد من الحدول التالى:‎ 
X ().999 0.9999 1.0001 1.001 1.01 
(x)=x+ 1.99 1 .QO001 QUI )] 


أن fo)‏ تأخذ £3 قريبة من العدد 2. 
من الملاحظ أيضا أنه باستطاعتنا أن نجعل الفرق: |2 [A00‏ أصغر من أي عدد موجب نختاره 
وذلك باختيار قيم مناسبة للمتغير *. فمثلاً إذا أردنا أن يكون الفرق أقل من 0.001 أي: 


Ix -1| > 0.001 جه‎ |x - 1-2] > 0.001 ج‎ | )x( - 2| > 1 

لوجب أن تكون قيم × محققة للمتباينة: 

0.999 > x > 1.00 ج14‎ -0.001 > x—1 < 0.001 

اي: )0.9991.001( € x‏ 
ولو آردنا أن يكون الفرق أقل من عدد موجب ‏ اختیاری (صغير بالقدر الذي نريد)» لوجب أن 
يكون: 
|f- «2‏ ع > |1-2+ :| ب 
© > |1- راج م +1 > بر > ع - | 

آی: )& -1,& -1) ع X‏ وهذه فترة مركزها (منتصفها) 1 ونصف قطرها © — € » وإذا أضفنا 
الشرط 1« x‏ لوجدنا لكل عدد 0<ع ‏ عدذا 0< 8-۶ بحیث یکون: 


V1‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


6 > |2 - )ماج 6 > |[ - ارا عج x‏ 


أو : 


0 > بر‎ -1 > 6 |f (x)- 2| > ع‎ 


نقول عندها إن الدالة ؟ تنتهی نحو 2 عندما x‏ تنتهی نحو 1 ونکتب: 
2( هن أو limx-)22‏ 
x—l] x1‏ 
i9 JL La‏ ,£( 
آوجد قيمة للعدد 0 »0 بحیث یتحقق: 
€ > 8- (1- 37)| ج ۵ > x-3‏ 


. حیث ع عدد موجب معطی‎ ax 


اس 
من الممكن أن نکش 

2 > |3- مجه م > |3- |3 - |]3- Bx-1-8|- Bx-9| - Bc‏ 
إذن» باختیار» 8= ج نجد: 


(3x -1(-8| > £ 


جه 8 > |3- x‏ 
وبشكل خاص: 


xz3|lx-3 > 6 |Gx-D-8| > م‎ 


)۶, ۱( Cà 
| نفسها. نقول إن الدالة ] تنتهي‎ c وقد لا تکون معرفة عند‎ c تحوي‎ (a b) دالة معرفة على فترة‎ f لتکن‎ 
ادا و حدنا‎ limf(x) =£ ونرمز لذلك بالرمز:‎ cc نحو العدد‎ x عندما ینتهی متغيرها‎ L نحو العدد‎ 
| xc ۱ : 


من أجل كل عدد 0< ی عددًا 0< مق بحيث يكون: 
ع > f) - IH‏ |> 6 > 0 - | > 0 
)3 الواقع [x - c|‏ > 0 تعنى أن (xzc‏ 


النهایات ۷۷ 


یمکن البرهان على أن ile‏ الدالة ۴ عندما ءج x‏ إن كانت موجودة فهي وحيدة. 


(CS ara ME C 
lim(3x -1( =8 أثبت باستخدام التعريف أن:‎ 
تب‎ 


یل 
حسب التعر یف کب أن نجد من أجل کل عدد 0<ع, عددا 0< 28 بحيث یکون: 


© > 8 - (1- 3)] ج ۵ > 


€—À CCL LIL TTT e 


شكل )£45( 


۷۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
لاحظ أن مجموعة قیم الدالة من أجل قیم x‏ التي تنتمي للفترة التي مرکزها 3 وطول نصف 
قطرها 5 (وهي لا حوي مرکزها) تقع داخل الفترة التي مرکزها 8 وطول نصف قطرها E‏ 


نظر یه (۱ ,£( 
abc CY‏ الدالة الثايتة » عندما ‏ جب ۲ هی c‏ أيضًا. 


 ;jim(ax +b (=a b ۲‏ (9. ثابتان). 
x c‏ 


البرهان 

limc - c لنبرهن أن‎ (Y 

IS 
حسب التعريف يجب أن نجد لكل 0< ۰6 عددا 0< 5 بحيث يتحقق:‎ 

0«lx-al«ó—|c-d«2 
lc-d > من الملاحظ أن ع > 0 جه عم‎ 
وهذه المتباينة صحيحة مهما كان . إذن أي اختيار للعدد 8 يحقق الطلوب.‎ 
إذا فرضنا أن 0 -ه » نحد:‎ )۲ 
وبذلك يتحقق الطلوب‎ limb - ۸ 
عددا 6<0 بحيث يكون:‎ ». <0 sae لالد‎ | acidi ceca إذا كانت‎ 
0«|x-c > 8 > lax*b- (ac b) > ع‎ 

لکن: lax-b-ac-b|-lax-ad-|a|x-e|‏ 
وبجعل هذا القدار أقل من ۶ » فإن: 


E 


0 


alx-c «s > | - | > 
Wed: بایان ی‎ 
a 35 i 

Ix -c| «ó واج‎ +b -)ac +b (| > € 


ویشکل خاص: 


0«|x- c > ۵ > lax b- (ac b)«e 


لنهایات ۷۹ 


نظرية (۲ 6 ) 

بفرض أن الدالتین ع :1 معرفتان على فترة مفتوحة تحوي C‏ 

limg(x) 2 Lj «limf() 2 Lj نفسها). إذا كانت النهایتان‎ c تکونان معرفتین عند‎ Y oos) 
X—RC FC 


مو جودين» فإك: 


lim(f ) (+ gx) -L +L, (١ 


lim (f (xX )Jg (x) 2 LL, (Y 
(۳ 


t‏ نقة- (af (N)‏ حصنا a)‏ عدد ثاست). 


الر‌مان 
سنبرهن فقط على صحة الفقرة الاول والأخيرة من هذه النظرية: 
e (١‏ لتشت او لا آن: 


limf (x) + g(x) = L4 + L5 
۷ 


حسب áll‏ ض: limg(x) = L5 » limf (x) = L,‏ 
l‏ )جر چ 
هذا يعنى أنه لكل عدد 0 » يوجد عددان موجبان 8۱,۵ بحيث يكون على التوالي: 
> > ارا [fco-‏ ج رة > |ه- | > 0 
ر > 0-1 |< و > 0«|x-c‏ 
وباختیار 8 أصغر العددین ,۵ فان: 
= |( ما + 4( - (تد)ع +())| > ۵ |x -c|>‏ > 0 
=e‏ +2 > | - ضموا+ «|fG0 - L|‏ ((ما - (G0‏ (رآ - () ۶ 
أو أنه يوجد لكل 0< » عدد 0< ۵ بحيث یکون: 
€ > |(م1+ Q4‏ - )ع + (د) 0«|x-c > ۵ — C‏ 
i pul‏ مسقت lim( f (x)‏ 
هذا يعني ال ۲۸۸۵2 | Hnc Go e gen)‏ 
a (Y‏ باه < lim(a f OD‏ (ه عدد ثابت) CD‏ 
X—C‏ 


limf (x) - L4 حسب الفرض:‎ 
X—C 


A*‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


هذا يعنى أنه لكل عدد 0 < جم » يو جحد عدد 0<0 بحيث يتحقفق : 


ak وا لا‎ «0 
é 


=> a Li > ج م‎ la f (x) - aL] <E 
إذن يوجد لكل 0<ع » عدد 6<0 محیث يكون:‎ 
0«|x-d > = laf C9 - لله‎ <E 
. وهذا يعني‎ 
lim(a f (x)) = aL, 
AX—C 


ملحوظة (۱ (E,‏ 
تبقى الفقرة الأولى صحيحة من أجل أي عدد محدود من الدوال» فمثلا: 
lim( f Q) + gQ) + AG) = limf) + limgQ) + limhiG)‏ 
تیه B 0 5 5 (£,Y)‏ 


(ceIN ( lim x" 2c" 
AX ل‎ 


ال‌مان 
إذا كانت 1 = 2 فان (۲ (E,‏ صحيحة استنادا للنتيجة (۱ و 5). 
واذا كانت 2 = n‏ وحسب النظرية السابقة فان العلاقة (E, Y)‏ صحيحة لأن: 
lim x^ = lim(x. x) = lim x. limx = c.c = c*‏ 


a3 
X—cx-—c xX + CX + 


ويمكن استخدام الاستقراء الرياضي لاثباتبا من أجل أي عدد صحيح n‏ 


نپایه كشرة حدود (Polynomial)‏ 


O «(ag x 07 حدود من الدر جه‎ B es p(x) = agx” app «bci, ol ضص‎ 7e 
limg(x) = (c) 
=C 


أى أن نهاية كثيرة حدود تساوى قيمتها عندما X —c‏ 


A النهايات‎ 


البرهان 
تعلم | = lim x"‏ وه = li‏ 
نعلم :Q‏ مه = xu agx” = do lima‏ 
limg(x) = ac" + ac" " +...+ a, = P(c)‏ 

أوجد النهايتين التاليتين: 
JimG?-x^«n C‏ 
lim 0 (Y‏ 

x-9 بلس‎ 


deal] 
lim (x^—x*^4D22^-2^4128-44125 ۱ 
X رجح‎ 


"o ON ula (7-7 42 21 
x21 x^] lim ^ +1 72.41 50 25 


نقبل فیما یل بصحة النظرية التلية بدون برهان. 


(£,Y)i., h 
فإن:‎ «xa موجودة عندما‎ f£ كانت نهاية الدالة‎ 15] 
(neIN) lim[ fJ’ = [lim f COT (* 


(neIN) limy f (x - 1 lim f (x) CY 


بشرط أن يكون الطرف الأيمن عددًا iim‏ 


أوجد النهايات التالية: 
lim(x^ - 33)* (4‏ 
x1‏ 


limy x-1 (CY 
اج‎ 


lim(x^ + 33)? = [lim(x? + 339]^ ) ١ 
اج اج‎ 
- (4)* - 6 
lim/x-1- [lim(x-1) 2 J-1 (Y 
x0 لخ‎ 
والنهاية غير موجودة لأن الطرف الأيمن غير حقيقى.‎ 
اتسنا‎ x? 23-4 - 4 (Y 


x2 


(۲ , 4) النهاية عن یمین والتهاية عن بسار 
The Right-hand and Left-hand Limits‏ 


إذا تحقق تعریف النهاية CE , Y)‏ من أجل قیم للمتغير × تکبر العدد c‏ فقط فإننا نرمز للنهاية بالر مد : 
lim 09 = |‏ ونسمیها بالنهاية عن يمين ». وهنا یوجد لكل عدد 220 عدد 8<0 بحیث 
xc‏ 


FA 


0 > ۲ >ع-‎ 6 — |۴)( -1[ > e 
e, b) (يجب أن تکون الدالة هنا معرفة على فترة من الشکل‎ 


يثال )0,£( 
أوجد قيمة النهایة: 1- × lim‏ 


x—1* 


لمحل 


(x21 (الدالة معرفة من أجل‎ lim/x-1-7 | lim(x-1) = J1-1-0 
"اجب‎ 


۲-۲ 


من الواضح هنا لو أعطينا التغیر × القیم: ... ,001 ,1 ,1.01 ,1.1 وهکذا محصلنا على عدد 
قريب من الصفر وعندما ننتهی نحو 1 تکون النهاية مساوية للصفر. 


— 


7ج 
1 


AY النهايات‎ 


إذا تحقق تعريف النهاية ١(‏ , 5) من أجل قيم للمتغير × تصغر العدد » فقط فإننا نرمز للنهاية بالرمز: 
lim f()-L‏ ونسميها بالنهاية عن يسار e‏ وهنا يوجد لكل عدد 0< م » عدد 0< 86 بحيث 


ا 
يكون: 


م > [1- )راج 8 > - > 0 
(يجب أن تکون الدالة هنا معرفة على فترة من الشکل (d, c)‏ 


(f 3 ا‎ 
lim J1—x أوجد النهاية:‎ 


4+1 


lim 1-7 = [lim(l—x) = v1-1-0 
اج‎ x. 


(الدالة معرفة من أجل 1< (x‏ 


—À ] 


من الواضح أننا لو أعطينا المتغير × القيم: ..,0.999 ,0.99 ,0.9( وهکذا لحصلنا على عدد 
قريب من الصفر وعندما تنتهي X‏ نحو 1 تکون النهاية مساوية للصفر. 


usc Û ls age 


x0 X x—0* X 
ال‎ 
إذا أعطينا المتغير × القيم‎ )۱ 


pea 101107 - 1 19? = 1 io“ 5 
10 100 1000 ۱ 
10, 100, 1000, ..., 106, .... ... 


فكليا صغر العدد الموجب وكير المقدان L‏ وتزداد قيمته وتكبر بحيث يتجاوز في كبره أي 
ا : : 1 ۱ m l‏ 


عدد مو جب نمترضه. 


At 


: o3] 


(Cs - فان القدار‎ D o تساوی‎ x نهاية القدار عندما 0 ج‎ o] عندها‎ J 


lim  < 0 
x0 X 
إذا أعطينا المتغير × القيم‎ CY 
5 = 101-107 E et س‎ EN 
10 100 1000 
l0. | AC یی‎ 5 ose 


ill موم‎ dul بوتت‎ udi قيوة‎ rr all se الةم ااب‎ coi ala تیا‎ 
m X + i 


نقول عندها ان نهاية القدار عندما 07 x‏ تساو ۰- (أو فان القدار یتهی و 


: ادن‎ «CC oo 


(£,Y) نت‎ 


يتضح ما سبق أن الشرط الضروري والکافی لتكون النهاية limf)‏ موجودة أن يكون: 
Xd M s‏ 


lim f(x)= lim f(x) 


X X 


) V ALOL ta 
diosa 
3 
lim — (Y lim— (1 
تچ ۽‎ X 8ت جسن‎ X 


S 35 5 


UL ERR‏ سس سح 


10 100 1000 ` 


AO النهايات‎ 


عندها ان نهاية القدار 2 تساوی الصفر عندما x0‏ 
2 تساوم 


$ 5 . 
ادن: 0 = lim—‏ 
ی تك از 


lim - 0 Ol بالثل پمکن أن نبرهن‎ CY 


X— دا‎ AX 


C Y)‏ أوضاع عدم التعيين 


Indeterminate Forms 


. ا 0 
۱) وضع عدم | لتعيين من الشكا 3 
بسط الکسر E‏ ومقامه ينتهيان نحو الصفر عندما a‏ ج . 


(f, S dL au 
أوجد النهايات التالية:‎ 
e 
— 5 = 
jin, oem qu linm T BAT C 
x—-2" دخو س > يو 7 و 2 ب ايه‎ 2 
E mu 2 ١ e 
TEM: -x—2 ($ lim% 3x 4 (Y 
ا1ج‎ |L- x x4 x? — 6× +8 


CY‏ البسط والمقام ينعدمان عندما 2=×. فكلاهما يقبل (x-2)‏ عاملا له» إذن: 
zo -—-— o0 un"‏ 
X 4 lass (x —2)(x- 2) a Tn x+2 4‏ 


3 1+# نديد apta‏ 27 چ2 وی 


(اختصرنا العامل المشترك). 


7 ۱ ۴ E" 
Hn 5 949. ppt پا‎ dard v2 a 
x—2"* IX—2A2 x—2" )ل‎ 2 x—2" 


((€—-2)2J4x-—-2.4x-2 dd) 


nu dee lS عامل‎ (x4) والمقام ينعدمان عندما 4=×. فالمقدار‎ dad CY 


x^—3x—4 |... (x-—4Xx-4-D . x+l 5 
سس‎ = lim——————————— — lim = — 
x—4 x^ —6r+8 x>4(x— (۷ ۵ ( x>4x— 2 2 


2 "M "E ۱ ۱ 
hg بط( مود‎ EES 
جر‎ " 1 — x| "جر‎ Cx — 1) "جر‎ 


(لاحظ أن x-1‏ عامل للبسط وأن القدار 1 سالب من أجل قیم للمتغیر × تکبر الواحد 
وقريبة منهء اذن: X)‏ -1)- = -1) 


مثال ار« قوق 
أوجد النهايات التالية: 
li mm Foo (Y Hm ** + 2( —8 C‏ 
x0 X‏ 2 — چات کے چ 
M 4 i‏ 
MEE. od‏ — ا T TP. Masc MN Hin‏ 
x—2 a: usui as fr X—-2 x7 -——x—7‏ 
ال 
يقة آول: 
ig ۱‏ :2 9 3 ۱ 
ird 8 LL as Ra 2 46200620‏ 
x—»( X x—x) X‏ 
lim(x4- 2( -2(x 42) + 4 2 12‏ = 


x— 


Ca? -b° - (a - bXa? + ab b?) (البسط فرق بين مکعبی مقدارين:‎ 


بملاحظة أن: 8+ ×12+ 6×2 + ترح ?2 (x4‏ 
استنادًا للمتطابقة: b?‏ +وثمة + -3a?b‏ ذو = (a+b)?‏ 


sa 0662) —8 . AT EO EIR 8-S a nih 
EM Ox. و‎ aaa q^ 


3 zt 5 2 me 
apat + 6 + 1 ۳ TEC -6x--12) 212 
زاس‎ X x—» X 
ini am CEU FD i uU FD 1 


x44 x —2 x—A4(4 x — 2)(4 x + 2) یر‎ x—4 


AN النهايات‎ 


= lim- (Vx 4-2) = به‎ 


| NE 3 
Ae. METEOR lim 26€ 207 +4) 
x2 x^? —x—2 x32 (x— AXx + 1) A (x - 2() + l) 
idi عي‎ de 4(8) 32 
x—2 SM 3 3 
lim —— 5 لال م‎ 2)(x + 2( 


6 
تن‎ Te xdxud "own? 


رما pni‏ الجذر مربع تام) 


= lim LE REE o EE lim EET 
اسان‎ |x — 2| x2! (x — 2) 


(۳ 


(لأن x-2‏ موجب من أجل قيم قريبة من العدد 2 وتكبر هذا العدد). 


ااا ی وب 


(EST dE 

أوجد النهايات التالية: 
x +x x^ +1‏ 

lim خب‎ (Y lim (١ 
x—-—wo x^. زر تچ از‎ +Y 
i l 

li. e lig eg 
x3— Ax - 3 x» y^ 4] 


2 2)1+ ET TN 


— 


2 
= lim—————À— = im- (\ 
x— Y + X—»00 و سيور كعم‎ xa) 


sake EG CRT الاق‎ Eae 


AA 


(لاحظ أن lim—- = lim—-—0‏ . والنهاية للمقدار تساوى الصفر دوما إذا كانت قوة 


1 
x?‏ مج بر x^‏ مج بر 
القام آکبر من قوة البسط). 
Het.‏ ری x04‏ 3 
كد lim x lim‏ سس :ول 552 lim‏ 
y +] X—3—o0 x^ (1+ r X—»—230‏ ریز 


۰ —>— a0 l 


(Y 
3 te و‎ 
من البسط والمقام خارج قوس ثم اختصرنا)‎ UT (آخرجنا الحد الاکبر‎ 


lim x = ومع‎ 
تی3‎ 


(قوة البسط أكبر من قوة المقام والنهاية هي دومًا o Gs]‏ أو oo‏ -) 


ا 1 
ue‏ 7۳ 
X X‏ 
(قوة البسط مثل قوة المقام والنهاية تساوي معامل آکبر أس في البسط مقسومًا على معامل الأس 
الشابه في القام) 


1 
Es: 1 slt) =l 1 
lim 30 — = lim 3 — lim حب و‎ 
x——co0 AA t نت لت زر ا‎ Xx(3:4—) راتس ول از‎ by c 


(t 


PETITES‏ في الفقرة السابقة) 


(f£. VT) JL ف‎ 
أوجد النهايات التالية:‎ 
yx“ - 4 ۱ +1 چ‎ 
3 (Y lim————— 
وجج‎ X—. 1 


lx] IL 3 —x I+ : 
lim * - lim Ea T4 
و‎ r AX X—-—230 
— |][ i 
= lim MEE 
Y——35 


AA النهايات‎ 


(لاحظ أن - = | عندما تكون x‏ سالبة). 


TE طق دوو‎ (Y 
مج‎ x07) 


xt 1 T 
—— = 111 سس‎ 


x(1 4 z E x(1 F 2;‏ ووو )ر 
X X‏ 


- 


(أخرجنا x‏ عاملا خارج قوس ثم اختصرنا) 


|x? ae AT ل‎ 
es NX RÉEL de iC ux 9 لاما‎ xr (v 
oc 3. 0 3 
5 ۳ 


۳۳ وضع عدم تعيين من | لشكا م - مه 


x—a عندما‎ (+ g(x) مقدار من الشکل:‎ Ale على هذا الوضع عند امجاد‎ Jem 
(أو بالعكس).‎ lim چ‎ (x ) مم ح‎ * limf (x ) = وذلك إذا كان مه‎ 


(9 مر فان‎ 
lim لب‎ lim(Vx^«1-x) ۱ 
x» Xo x^ X—»0 


| 5 یرم‎ ai —3»À0 x^ 143 
lim(vy x^ -1— x) = 1۳ 
X—»00 X—»00 NE YES 


= lim—————— = lim = 0Û 


Nxt +1 + ×‏ چ +1 بر x>‏ 
(ضربنا البسط والمقام بمرافق البسط) 
(Y‏ مم - 571 lim‏ يق [inr e‏ 


(وحدنا المقامات ووجدنا أن البسط قد انتهى نحو 1- والمقام نحو الصفر بقيم موجبة). 


0 x oo وضع عدم التعيين من الشكل‎ Cf 
على هذا الوضع عند اماد شایه مقدار من الشکل: ()ع(د) عندما  جبد وذلك ادا‎ (hami 


lim g(x)-oco * limf (x) = 0 كات‎ 


شکل )3£,£( 


4l‏ جد: 
lim ( i (x* +1(( (Y lim 1 +1 -1( ۱‏ 
x^ + [ gai‏ مجم 
ال 


thee‏ ورا و 


x — 0 X 


lim = (Vx? pi حب‎ lim 31-1 Li ian. 


x—»0* X x0" 
2 الكل‎ al اي سم‎ d 


"- x7 de] ac e ET) 


X7 x^ ETT) 


"wil 
y +1 -1 ۱ × 
= lim ——— — = lim 
AM t uin x07 cQ x* 1-1) 
Û 
= lim —————— —— = 0 


Bu = 


CY‏ من الملاحظ هنا أن: 


Y النهايات‎ 


lim = lim (x^ 3-1) = مہ‎ 
x>w x? s] X—o00 


فوضع عدم التعيين هو من الشكل Û x oo‏ 


4 لبم گر‎ 
a ae x +l s ms 
lim( 3 .) ۸۲ +l) = 2 lim— = 2 lim 
موجسير‎ x^ ب‎ [ x— v7 ب‎ [ NO E] ae 1j 
X 


= limx = oo 
نت ار‎ 


(؛ , 4 ) نظرية الشطرة أو نظرية الساندویتش 


Sandwich Theorem 


نظرية £٤(‏ و 5) 
إذا كانت الدوال fagh‏ معرفة على فترة مفتوحة محوی » (وربا لا حوی c‏ نفسها) وإذا كان: 


f GO > hG) > gax) 
limf (x) = limZCx) = laumgcx) فال:‎ 
ع موك از چ از‎ 


e a 

بشرط أن تكون النهايات كلها موجودة. 
ویشک خاض إذا حققت الساواة: 

limf (x) = زع ) م111۳‎ = L 

ع AX‏ موص ان 

فال: L‏ = ( :2 )1110/2 
لنرهن على صحة الفقرة (ب): 
حسب الفرض. یو جد لكل عدد موجب لا ح< & عددان مو جبان Òs Ô,‏ بحيث يكو O‏ 


<f )۲( >], + >‏ ع - رط جه ع > |را-() راج -e| «à,‏ »| > 0 


0 > تا‎ -c|«ó, ج ع > را( واج‎ L-e«g(x) «Le 
وباختيار م مساويا أصغر العددين ,ق , 5 » نجد:‎ 


حج + ,77> (جاع و (2) <f‏ ع - رآ ج 5 > أ- | < 0 
جح عم + ,[ > (< ) ع > :)>( ) L-g«f‏ 
L-2«h(x)«L*e-|h(x)-L|«e‏ 


qy‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


limZCx) = L هدا يعتى أن:‎ 
€— d ui aii 
) ۱۰۵ dia 

آوجد التهايات التالية: 


fG) € کان: )ع > )م‎ ISI CY 

على فترة مفتوحة xls‏ (وربا لا حوی 1 = × نفسها) 

وإذا كان 10 = limf (o) = limg(x)‏ » فأوجد: 
x—1 x—»]‏ 


lir (x) + 7) 
x—3»1 


؟) إذا كان < ()7 < 4 + ول -3 على فترة مفتوحة x20,652‏ 


X+ ۲ 
إن وحدت.‎ limf (x) فاوجد‎ 
اد‎ 
ال‎ 
فان:‎ dth 1 limh() =10 :àl من الواضح‎ C 
li Dz) +7) =10+7 =17 
X— 


CY‏ من اللاحظ أ ]= lim‏ = ی رم 


x—»Ü بعر‎ x^ | x—0x(1- x) 
5 E 


و ایضا: 1 = 3-2 = (4 + ره — lim(3‏ 
x—0‏ 


E 


إذن: 1 — (x)‏ 7 1105 حست النظرية السابقة. 
x ub‏ : 


C£ , o)‏ النهايات الثلثبة 
نظرية (۵ و 6) 
الرهان 


Az È ; 
— 020, 5 لش‎ 
2 J^ 


النهایات ۳ 


من الواضح أن طول القوس القابل للزاوية y‏ 
المركزية 0 يساوي بالتقدیر الدائري (حسب T‏ 


(cosO,sinO) 5 


.sin دالة‎ 

وبما أن طول القوس: 

.0 > |8060 > |AB| > AB 

۰0 < sin@ > |۸8 > 6 فان:‎ 

ومنه: © > 5126 > () 

. lim8- lim 0-0 وبا آن:‎ 


"04+0 *8—0 
فحسب نظرية السندویتش OG‏ 


شکل لاي 


(£.Y) lim sin = O 
G—5»0* 508 
الان أآن:‎ cus el 
(E. t] lim sin@ = O 
)ارم‎ 


لنفرض أن — < 0 <0 ۰ واستنادا للمساواة sind‏ - (0-)510- » فإن: 
lim 51116 —— lim sin(—2) = O‏ 

0—0- —0—»0* 

(C£ , Y) واستنادا للعلاقة‎ » 0«-60«7 oN) 


من العلاقة E) ((£ , Y)‏ و 5) نجد آن: 


11113511169 = O 


()جحاق 
sus «c‏ الان أن: 1 = limcosÓ‏ 
لنبرهن 9 (اجاق 
Ax 0 iski‏ آن 0 < .cosQ‏ 


«— cos” 9 2 1—sin* 8 7 “وو + 8 “وزو‎ 0 =] 


#لكصنة - 1لة = 090 (أهملنا إشارة )>( لأن 0< هوم ) 


qg‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


lim cos = | lim (1—sin^ 0) —-.41-0-2]1 . و ملك‎ 
0—0 | 0ج‎ 


( lim sin? Ó = lim sinë ٠ lim sin =0) 
0—40 0—40 0—0 


الر‌مان 

7 e : 

نف فض : أن 0»50»— 

had P» "E ure لنفر‎ 

من المعلوم Ol‏ مساحة القطاع الداثري 
الذي زاويته المركزية 0 تساوي 
OY) m -‏ الدائرة دائرة 
2 2 

و حدة). 

ol s‏ مساحة الثلث OAB‏ هی: 


1oA||BC| - sine 
^ تس‎ 2 


r=] ۱‏ (نصف الق 
BEL ind‏ وی ی valise‏ 
دائرة الوحدة 
وأيضا مساحة الثلث OAD‏ ف : شكل ($,Y)‏ 


۱0۸ ||AD|- > tane 
)0۸|- 1 الذي طول ضلعه القائم‎ OAD من المثلث القائم‎ [AD] = tand ( 
وبا أن:‎ 
فإن:‎ OAD مساحة المثلث‎ < B مساحة القطاع الدائري الذي زاويته‎ < OAB مساحة المثلث‎ 


TE d ing 
2 2 2 


4o النهايات‎ 


ETT ۱‏ 
وبتقسيم جميع الأطراف على „Sin‏ » فال: 


1 
- -1 
cos sinê 
( tan 9 — sine 3] o N) 
cos 6 
: وبالقلب» نحل‎ 
cos < me <1 
lim cos@ = lim1-1 وبا أن:‎ 
0ج 0ج0‎ 
(٤, ۵( lim SII, = 1 
“بيجم‎ e 


لنبرهن Ol‏ ے $559 lim‏ . لنفرض ال -7-- << 0. 


0 — € 
من اللاحظ آن؛ 
sin ۰. sin(—-0)‏ 


e © 
. و متك‎ 
(4,0 i Ee m ECE عع‎ 
)چم © نيم‎ —80 


(لأن eu‏ 0— > 0. وكذلك استنادًا للعلاقة )0 , £(( 


من ۵٩(‏ و 5) و(1 ,5)» نجد: 


الرهان 
مین | حط أث: 


l— cosd . (1—cosOYX1-4- cosd) 
1 = [111 — — —— 
| 9—»0 O اج‎ Oi + cosQ) 

1— cos? @ ۳3 sin? 9 . f sinð sing 1 
= ]lim— — = lim— — = lim . ل دسم‎ 
ونجم‎ 61 + cosh)  eo060(l--cos0ü) 3800, d ] 1+ المعو‎ 
ine 1 1 


7 S111 7 9 ش‎ ۱ 
— lim limsinð. Lim = 10— = 0 
بنجتن‎ O جم‎ 0 0—»01-- cose 2 


à 1‏ تطسيقات T‏ حسات التفاضل والتكامل 


tan 6 
9—.0si1nÓ e—0 0 —0tanó 


۱ 6 l n 
lim =1, lim =1, lim =] 


الرهان 
۱ 1 1 : : 
( [ح ‏ دل lim = lim‏ 
sin © 1‏ 0ج قم O—-0 çin O‏ 
2 . 
tand ? 112 1 ۱‏ . 
md T4 (Y‏ تت و و ihm‏ 
O0. 8  cosO‏ 0 0—0 
à‏ 1 
e em (Y‏ اد ویو im c‏ 
Ö—0 tan O  O0—0 tan © 1‏ 
89 
(E, YT JL‏ 
أوجد النهایات الثالية: 
irp AREK (Y [rp x (N‏ 
X exc‏ )اک از | X‏ )جک 
lini t (£ lira eena (Y‏ 
x—»0s1n/»x x—»Otan OX‏ 
الف 
in -fma aa -y (۱‏ 
x—-W) (X x—»Ü x x>0 ax‏ 
TA 7 9 ۲ tz IX‏ 1 : 
[ín eee > ini EE = alim As =A (Y‏ 
x—»() X x—»(Ü CX x— aX‏ 
S1nax‏ 
sinax iim _ (Y‏ 
xc»Otanbx  xotanbx b‏ 


(استنادا للفقرة (۱) و(۲)). 


| Sinex ced ($ 


x—0sinbx b 
.)۳ (باتباعالطريقة نفسها في‎ 


av النهایات‎ 
(£4 YN) UL a 
آ و جد النهایات الثالية:‎ 
X | (Y لد رز‎ + tanx (A 
x—>0 tanx t sinx x—>0 3x 
. sin^ 2x .. 3cos2x-3 
licct cem (£ p eA det (Y 
x—»0.xtan3x x—3Ü X 
اللحل‎ 
nier tan E yg BERE opu RE, (A 
x—»0 3x | x xX x—0 X 
1 .. 2 
m quac Y 
3 x—»0 2x 
== ب سب‎ 1( = 1 
lim—— — ——— = lim ا‎ NIE: (Y 
x»O0tanx--sinx  xotanx 4 1111 |+] 2 
xX X 
Jimo 2052-3 ۳ کر ت۳۳‎ 082 (Y 
x—0 z 2 x—0 i X 2 x—Ü0 X 
—ÓÀ lir lcm EY Er R i = —6(0) 
× 2x × 
T sin 2x 5 limi? jip sin2x (٤ 
x—»0xtan3x  x—0 x جر‎ 
sin2x 
۱ sin2. mE 2 
dns. qug M. 
x—0 X x—03 tan3x 
3x 
2 4 
ROT nuum 
3 3 
)2,١8(لاثم‎ 


أوجد النهایات التالية: 
ia SEES n‏ 
x— 0 x7‏ 
cosx (Y‏ —1 
tan 2.x‏ 


lim 
AX —»t) 


limcosxcsc(cosx) (Y 
ce 


E . 4 1 7 
lim ——— (£ 


f‏ — الجر ربچ 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


. l-cosx , [ -cosx + cosx 
ی‎ iiy (I eos + cosx) T 
x>0 x x20 — x^(l-cosx) 
sin? x | sin^x.. | 1 | 
= lim— سس‎ = lim Tim- = ]— = — 
x20 x“ )1 +cosx) x—0 x^ x—01-4- cosx 2 2 


limcosxcsc(cosx) — ii e (T 
g gE کی‎ S1In(cosx) 
2 2 
(0 x oc (الوضع من الشكل‎ 
= lim — e] 
f£ —O0 1113# 
(x 72120 و لاحظنا أن‎ cosx 2t (وضعنا‎ 
1 - cosx 
1 - cosx x 0 $] 
lim ———— = lim لشت‎ =0 
x Û tan 2x x yO tan 2x A 
X am 
(9 ن الشكا‎ > J1) sinz (£ 
0 عم جل‎ ۱ lin حتت‎ 
E چ‎ 7r — f 
x—0«1—z رد 7۲-1 وعندما‎ nml : نضع‎ 
بالتالي‎ 
si . 81۳1/7۳ —x ) . Sinx 
1 = lim —— — —— = li —1 
ع حم اخ‎ x —0 X x— x 


(sinGrz — x) 2sinzcosx—coszrsinx = 0— (-1)sinx = sinx OY) 


(E. ۱۹ ( ل‎ 


sin x 
۱ ۱ س‎ 


= (Y li (\ 


x AX —-o X‏ بات 1 cx‏ تد 


النهايات 44 


: s: 4 
lim xsin—;- (Y 
xO x + x ده جر‎ x^ 


ال 
sin4/x 6‏ 


8 2 حل نی 


من اللاحظ آن: وج «له عندما مج إذن: لا پوجد ale‏ للمقدار: هة عندما 


lim 


نان >— X‏ . 
من الملاحظ أن: 1< siny x‏ > 1- 
vh xd‏ 1 
ای عع الط افونا قفا مان 
و لب یم طر اف ب رالوجب i‏ : 


_ 1 «لامنةق يي‎ ER 
eo S 1 ۱ 1 " 1 ۱ 
فحسب نظر ية السند‌ویتش:‎ » lim— = lim— = 0 : لكن‎ 
١ تج‎ X X—3»00 X 


siny x 
lim ——— = O 
X — > A 


CY‏ آیضا هنا لا يوعد للمقدار Au sin 2x‏ عندما — — x‏ » من الملاحظ آن: 


-l > 9110027 x1 


وبضرب جميع الأطراف بالمقدار ix. «d‏ 


z^ 
E 1 sin2x . 1 
| + x* ۳ ita" j 
فان‎ » lim = lim— i = 0 وبا ان‎ 
x—0] + x X—-20 l+ 
li nex _ و‎ 
ب ]ا‎ ¥ ˆ 
1 SIN سس‎ 
lim xsin = lim x.— x (۳ 
مچ‎ x X—90 x E 
x^ 
sin f 
۱ 2 
= in- pm A em مع‎ 
X—o00.X دوج ين‎ 
2 
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( x — oo تنتهى نحو الصفر عندما‎ S. à; 4M JI (لاحظ أن‎ 
E ا‎ 
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تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


. SINX sinx "E 7 
lim = lim— — — = lim .lim 
x0Ü بير‎ xri | x0x(l-4 x) 


اوفقي 


Y‏ بت باستخدام التعريف أن: 


lim(2x —3) = -1 (1) 
x—1 


Taa ( 2) 


أوجد النهايات التالية إن وجدت: 


lim(x? — 2x43) (D (Y 
x—»4 
1 
limx? (x^ ou 
x—»1 


lim(4 77 + 3) (o 
x— 


Xx T3 


lind ————— {y 
AX—— — 
lim iis 2 (4 
x—»1* Xx ——1 
lim E a (1١ 
2 X 22 
lim l (AY 
x KD x 
—2 
Tw | (A0 
x52 x —2 


n 5x—4 (1 


x—»1 

2 
lim(2x — 3)3 (A 
x—»1 


lim A (Ys 
x—0 |x| 
lim لد‎ 2 —4 ۲ 
x—2 
iiu CTS 
AX— x 
: 1 
lim ——————— (\3 
x32 4 x^ یره‎ + 4 
lim(x^ — Ax) ? ۸ 
X—3 


النهايات 


lim(3x^ + x) (Y£ lim — (YY 


OX‏ وعم — ات AX‏ طلست از 


is 1 
lim — (Yo 


lim 5 ) 5 5 
AX عن چ‎ X—-—o00 x +1 
9 ۱ 
(inis 39 wa lim /x—3 (YV 
تهج 5 و‎ 


lim "E um" (Yo lim Vx? + 4x (YA 
x—3* X. x—3 بت ار‎ 


lim vx + 1 (۳۱ 
Xx ——1 


lim حك‎ -5( (TY 


x—Ü x 
لتكون النهايات التالية موجودة:‎ K حدد قيمة‎ )۳ 
| - × <1 رم رصن اذا کان:‎ )( 
aaea O LE O O) 


Kx + 3X > 1 


( اج در ۰ 


2K +x رء+‎ > 0 


آوجد النهایات التالية ان وجدت: 


stè 
lim% 2r (Yé 
x—3 بر‎ 3 

در 

TE {x 2} + (Y1 

عع له “چ xD‏ 

4 ی‎ ۱ 
| X + كك - وب ”و2‎ (Y'A 
x—»1 x—1 

£( بت ان lim‏ 


4 
put 10 We 
X—2 -— ص‎ 

x^ —4x4-4 
lim-—— ————— (TY 
x—2 y^ وه س‎ + 2 
2 ۱ 
(x x—2) (wq 


[II] تس سح‎ 
x——1(x? —4)(x^ —1) 


5 4 x--1-—1 | 
ویو[‎ (F) 
x—»( ue Lust» 
. ايد س [ + چا‎ 2 ; 
x— X xp3—2 


e A ۱ 
Tub "ea =a cp 
^ 3 
C —x ب‎ 1 
توووم‎ a (£V 


X——0 x" +2x 


lim (£A 
چ‎ — oD 3x 
2 ی‎ 
pg ee RW ues 
X——o00 x + 1 
lim(yx +1 — له‎ x) ۲ 
X — R0 


"EEI 


limn == (0f 


1 -- ی عن لس يور 


lim (— — ) (61 
1ج‎  x*—1 x*^-—1 
4 Sin5x S, 
ling —— (0A 
Xx—1' 2X 
im A n عم‎ 
x—3»( X 
. 5—5cc 
lim COSE (1Y 
x—»0 3x 


1 3 
xO tan x 


3 3 
x" —tan^ 4x 
111 سح‎ 24 (31 
xÛ x ب‎ sin 2x 
: 2 
; sinx 
ووو[‎ (1۸ 
چ‎ X 
1 2 
١ AX ل ب‎ | 
lin  —— (V 
xÛ sinx 
SE 
" COS^ X 9 
lim ————— T 
pan ec 


— 


lim 
ور‎ VL — A 


/ 5 
jiu aE (£4 


X —»o x ¬+ 


1 


A زا‎ xD 
lim(v x? + Ax — x) (of 
شح وج‎ 
1 
lim p. —— ÀJ (00 
x—O0' X E 
lim رت(‎ (oV 
x— l] — X 


3 tan 5x | 
lim |— —— — — (84 
x—O0WV x + sin x 


yr‏ وص 


1 
lim(sinx-- 4)4 (Y 
x—»0 


sin^ 2X 
lim اله‎ GENE لي‎ a (10 
X—»0 x^ tan" x 

۲ xsinx 
limn— ءءء‎ (Ww 


x—»01-— COS x 


lim 3% x sin (14 


x—0 


lim (cscx —cotx) (VY 
x0 


limtan xcosx (Vo 


7E 
A — A 
2 


النهايات 


SQQ *cosx» cosx? ( 


li (VV lim ۷ 
X—o0 x^ + y2 X — ون‎ x^ سس‎ 1 
8 sin د‎ . ! 
lim — — — (V4 limxcot2x (VA 
JL x>) 
gg X — ——— 
- 2 
r: 5 5 
ius sin حك‎ (A* lim 15€982X ks 
x21 sinx x (xL E 
jig REE (AY ; POSUER EES (AY 
x—»0 Sinx + sinx x—»0 ٩11 ار‎ —sin3x 
s — in5x-41-cos. ۱ 
ig ES 1 (A0 lim” X +] - cosx (Af 


x—> 0 X 0ج1‎ 2x 


oe)‏ رفاس 


الاتصال 


Continuity 


JU (Co, Y)‏ دالة 


(€) (ب)‎ D 


لاحظ في منحنيات الدوال أعلاه آن: 
Ó)‏ الدالة معرفة عند a‏ وآن lim fG)-‏ (النهاية عن يمين lim f()-L «(a‏ 
xoa xa"‏ 
(النهاية عن يسار (a‏ 
c‏ ات از م محص از 


lim f(x) = lim f(x) — f(a) (e) 


+ 0 


X—ÀRU 


نقول عن الدالة في (1) والدالة في (ب)» نبا غير متصلتين عند ه = × lcs‏ انقطاع أو عدم 


لتكن f‏ دالة معرفة على فترة مفتوحة تنتمى UJ]‏ النقطة ۵. 
نقول إن الدالة f‏ متصلة عند ex = a‏ إذا كان: 
limf (x)= f(a)‏ 


X — da 


أو بلغة أخرى إذا كانت نهاية الدالة عندما x a‏ تساوی قيمتها عنده. 


وهكذا نرى أن الدالة في (أ) غير متصلة عند = OM x‏ النهاية عن يمين a‏ لا تساوي النهاية 
عن يسار ca‏ أي لكون النهاية غير موجودة. وفی (ب) غير متصلة لأن الدالة غير معرفة made‏ . 
أما في (ح) فإن الدالة متصلة عند = × . 


(0, d di s 
ادرس اتصال الدالة ۴ عند النقطة الر افقة:‎ 


(Y ديع‎ dp fœ =|2x-5| )١ 


f(x)=4;2, ; 


J 
2x—5,x جح‎ 


۶) 1 : (١ 
A a j € 


ا | ذم 


lim f(x = lim (2x—5) =0 من الملاحظ أن:‎ 
g+ 5 


دحوو ی س رب 
2 2 


١ V الاتصال‎ 


lim f(x) lim-(2x—5)20 
J NN. 


£ am: جح‎ X—— 
2 2 
5 
(—)20 
PC 
x=2 اذن الدالة ۶ متصلة عند‎ 
aa fa م‎ (Y 
x— ^ ud X x—Ü0* X 
lin fide im usq او و‎ 
x—0 )جر‎ X x—0 X x0 
۶ )0( = 2 
x <- 0 معصلة عند‎ f اذن الدالة‎ 
(6, Y) JL £a 
حيث:‎ f أوجد نقاط عدم الاتصال للدالة‎ 
1 
PIN 
4 (x—Dix—2)(x— 4) 


ال 
من اللاحظ أن عناصر الجموعة (4 ,2 ,۰)1 هی نقاط عدم اتصال. فمثلا لو آخذنا 1 = x‏ 
لوجدنا أن الدالة ۴ غير معرفة عندها. بالثل بقية النقاط. 


(s Y UL 6a 
أوجد قيمة × التى تجعل الدالة  متصلة عند 0 = ×» حيث:‎ 


X 


ERS X x عون إلا‎ Kx x0 
fox)- 
SK —2,x ناح‎ 


. tan Kx l tan Kx 
lim f(x) = lim ias = lim pg 59m 


=K 
x—Ü xD ^ x—0Ü0 Kx 


f0) = 5K -2 وبا آن:‎ 


۸ ۱۰ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


فش ط الاتصال: 


1 
HUNE D‏ راج وو ررحو وت 


Co , Y)‏ الاتصال عن يمين والاتصال عن يسار 
The Continuity from right and left‏ 


شکل (۲, ه). 


لا.حظ (D à‏ آن: 2 < lim fQo‏ وان نك رھ 


AX—RO 


f(b) 2 وأن:‎ lim fGO = M (ب) آن:‎ (à وكذلك‎ 
x—b 1 


تقول عن الدالة؟ في lel O‏ متصلة عن يمين E‏ 
CS‏ نقول عن الدالة 3£( (ب) انها متصلة عن يسار xm b‏ 


تعريف Y)‏ , ۵) 
لتكن 1 دالة معرفة على الفترة [a,b).‏ 


نقول إن الدالة f‏ متصلة عند x = a‏ يميثاء إذا تحقق : 


۱۰۹ تال‎ yl 


لتکن f‏ دالة معرفة على الفترة (a,b].‏ 


نقول ان الدالة f‏ متصلة عند x = b‏ بسازا (عن يسار «b‏ إذا حقق: 


لاحظ في الشکل Co , Y)‏ أن الدالة متصلة عند x = a‏ يمينا وآن الدالة في الشکل Co , Y)‏ (ب) متصلة 
Malada Vx s bale‏ 
فمثلا الدالة ۷-3 () متصلة عند 3 = × يميتا لأن: 
fB)‏ =0= 3 عد 4 lim‏ 
اج 
وكذلك الدالة 1 حيث 22-۶ FO‏ متصلة عند 2 = x‏ يسارًا OY‏ 
f(2)‏ =0= عر - 2 لد lim‏ 


X—2 


تعریف )6,1( 
نقول ان الدالة f‏ متصله على الفترة المغلقة [۰]2,0 ادا كانت ]: 
Alas ) ١‏ عند كل نقطة من نقاط (a.b)‏ 


۲) اة عند و یمسا 
ilan (Y‏ عند b‏ يسادًا 
كما نقول إن الدالة f‏ متصلة على «Ge‏ فيها إذا كانت متصلة عند كل نقطة من عناصر Ule‏ 


مثال E)‏ ,0( 
ادرس اتصال الداله dee f‏ حيث: 


x?‏ 4 لو =( عر 
الحل 


من AI‏ حمل آن الدالة معر فة على الفترة ]2 .2-[ 
Ll a‏ متصلة عند كل (2 ,2-( ع «a‏ لان 


lim £D = limY4— x? —X4—a? = f(a) 


X —3Rg X —RC 


Aa‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


lim V4—x? 2J4—4 —0-/7(2) وأيضا:‎ 
x—2 


فالدالة متصلة عند 2 = x‏ يسارًا. بالمثل الدالة متصلة عند 2- = x‏ یمینا. 
إذن» الدالة متصلة على الفترة المغلقة ]2 ,2-] والتى هی ال الدالة. 


نقول إن العدد M‏ هو قيمة عظمى (مطلقة) للدالة f‏ على الفترة dab]‏ إذا كان: 
1 أكبر قيم الدالة من أجل جميع نقاط هذه الفترة 


نقول إن العدد m‏ هو قيمة صغرى (مطلقة) للدالة 1 على الفترة abb]‏ ادا كان: 
m‏ آصغر قيم الدالة من أجل جميع نقاط هذه الفترة 


سثال (6 (o,‏ 
أو جد القيمة العظمى والقيمة الصغرى للدالة ۴ على الفترة [5 ,4-]» حيث: 
ftx) m2x—3‏ 


اا 


من الملاحظ أن: 4 <: <5 8-<10<27-ه 
1-<27-3< 7 . إذن القيمة العظمى للدالة ۴ هي 7 والقيمة الصغری هي 11- . 


(۳, 6( خواص الدوال المتصلة 


نظرية ,١(‏ ۵) 
ادا انت الدالتاق a‏ مت ن قد 8 ۶ قان التوال: 
f*g (‏ 
fe (Y‏ 

L 

g 


(T 


شم ض أن g(a)z0‏ 


MR الاتصال‎ 


dll 
يمكن استنتاجه مباشرة من خواص النهايات ومن تعريف الاتصال عند نقطة.‎ 


ادا كانت الدالة f‏ متصلة عند b‏ وحققت الدالة ع المساواة: e lime) =b‏ فان 


limf(g(x) = f(D) = f (limg (x) | 
xa xX 


اع جح X‏ 


اتظرب YO X‏ 8( )245755 فوال متصلة) 
إذا كانت g‏ دالة متصله عند c‏ = × وكانت f‏ دالة متصلة عند eg(c)‏ فال الدالة f og‏ متصلة 


Tun Ga Gum ار‎ EAN لماع رح‎ 


IR أثبت أن الدالة 4» حيث ديم متصلة على‎ )١ 
XC 


IR متصلة على‎ AG) -| 2-1 حيث‎ ch أثبت أن الدالة‎ (Y 


اتا 
۱ دالة متصلة: OY‏ بسطها يعرّف دالة متصلة لأنه كثيرة حدود» وكذلك المقام يعرف دالة 
متصلة للسبب نفسه وبا أن القام لا يساوي الصفر دومًاء فان الدالة f‏ متصلة على IR‏ 
CY‏ با أن الدالة » حيث FG = [x]‏ دالة متصلة كما يظهر لنا بعد إعادة تعريفها. وأيضا الدالة ع. 
حيث 2-1 = («)م متصلة على ۸ لأا دالة كثيرة حدود. فان الدالة ch‏ حيث: 
AG) = (og) = f 6? -1( = p? - 1‏ متصلة على AR‏ 


15 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


إذا كانت الدالة متصلة على الفترة المغلقة [طبه]ء فإن: 

۱) الدالة f‏ محدودة علی هذه الفترة. 

CY‏ للدالة على الفترة قيمة عظمی (مطلقة) M‏ وقيمة صغری مطلقة m‏ أي يوجد عددان 
B‏ به ینتمیان للفترة [ab]‏ بحبث يكوك: 


m= f(a) , ۳۷۲ 1)8( 
[m,M] فان مدی/هی الفترة‎ (Y 


نظرية )0 , 6( (نظرية القيمة الوسطى) 
The Intermediate value Theorem‏ 


]15 كانت الدالة م متصلة على الفترة [ab]‏ وكانت )03 f‏ = رر « y, = f(x5)‏ قيمتين للدالة من 
أجل نقطتين 31.32 تنتميان للفترة [طبه]ء فإذا 
کان: ,ر < وبر < ys‏ (بفرض yi‏ < در ) فعندئل da p‏ عدد: cx Elxan]‏ بحيث يكون: 
t yo =f (xo)‏ شكل Y)‏ ,0( 


(نقبل هذه النظر یات دول برهان). 


الاتصال ۱۱۳ 


(o, V) مئال‎ 


أت أن للدالة f‏ حيث: 1+ روم + × = () lel‏ الفترة .| 


ال 
57 وام 57 m)‏ ]یس بو( ناسمه 
F 7 2 Fe) 5‏ 


2.57<*0< - 0.57 0l وبا‎ 


وآن f‏ دالة متصلة على le IR‏ مجموع دوال متصلة فحسب النظرية (۵ , ۵)» یوجد عدد 


+ AO 


)ه,١(نيراحت‎ 
1 1 


ا د (Y‏ ج رن 
pR (x—Düc-2)‏ 
sinx, x0‏ 
.| 2 | — 
fera? ۷ 22 p‏ £( مي fix) = M.‏ 
x^-x0-x--—1 1 x «t‏ 
x = —[‏ 0 


sinx,x > 0 


(A paad ,2 > 0 (y 
cos2x „x20 


FO 


ء ۱۱ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


‘TIR de متص لان‎ COS و‎ sin آن الدالتين‎ ON (4 


limcosx — cosa *limsin x = sina اي الذي‎ 


A ل‎ X ا‎ 
a € IR وذلك لكل‎ 


إرشاد: اكتب sinx‏ على الشکل: 


sinx —sin[(x—a)--a]-—sin(x—a)cosa عد‎ cos(x -asina 


وبالثل اكتب cosx‏ على | des‏ 

cosx —cos[(x—a)-a]-cos(x—a)cosa -sing -asina 
باستخدام خواص النهايات» أثبت أن الدوال المعرفة کا يلي متصلة على مجاها:‎ 
fG)sdx^-9 — (wv 
fG)-N4-x? (A) 


fœ = 4—— (1۲ 
Ix 
Fs sinx 6 
1 -cosx 
f=- SE 
12-1 
f) =|x? -1 (Vo 
f= متسه‎ ۹ 
Xx 1 


۷ سل ور 
حدد قيم AK‏ .1 لتکون الدوال العرفة كما يل» متصلة عند النقطه المرافقة: 
x.x >1‏ 
x -l*f (x)=4L,x =1 (1۸‏ 
(K^-Dx -K,x <1‏ 


à..4 
| *bx جر‎ 
a (\4 


x -Of(x)-4x^—L,x «0 


AK x =Û 


۱ ١ ۵ الاتصال‎ 


K -xx > 4 
X = Aae (Y y= l+ ررق‎ x= 4 


x x >4 


5 ج 
x + 4‏ 


x = #عند)‎ (x)=4K +1, =0 


sin(Lx ( ۲ 


(T 


(Y 
> Û 
AX 


| 77 
—5sinx,x < =— 


2 


IR #غلي‎ (x) = Lsinx + K,-— «x (YY 


^ 
8 | دم 


T 
3 + cosx,xX 2— 


AN‏ (ساوین 


Ls dal 


THE DERIVATIVES 
العنی هندسى للمشتقة‎ OV, V) 
y ۱ ۱ ۱ 
سم‎ ۱ B(x-h,f( x--h)) 
المماس‎ : 
| X 
9 X x+h 


شكل (۱ ,3( 
نفرض أن f‏ دالة معرفة على الفترة الفتوحة (ab)‏ لاحظ في الشكل أن AG fG))‏ نقطة من 


منحیی الدالة f‏ (حيث: CDS XJ‏ و B(x-h, f(x-h))àol‏ نقطة أخرى من المنحنى نشسة قريبة من ۸ 
حيث h‏ هو التغیر الذي طرأ على x‏ 


۱۷ 


۱۱۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


من الملاحظ أن ميل القاطع AB‏ هو: 


(5, V) درم چا‎ Fix) 
MAR D 


إذا كان ss‏ النسة ble‏ عندما 0 ج h‏ فان ميل القاطع 48 ينتهي نحو ميل المماس لمنحني fW‏ 
عند × وینتهی القاطع نحو المماس للمنحتی عند النقطة f(x)‏ , )۰ إذن ميل المماس عند ux‏ هو : 
Y)‏ .3( 


Y)‏ ,3( تعريف المشتقة 
The Definition of The Derivative‏ 
(V. Ia‏ 
لتكن Ila f‏ معرفة على الفترة (ab)‏ إذا كانت xe(ab)‏ وكانت Xe‏ النسبة:| 


h 


اس JOct‏ , موجودة عندما 0جط فإننا نقول إن الدالة م قابلة للاشتقاق عند ×. نرمز طذه 
النهاية بالرمز ۶)0 أو ۷ أو 2 ونسميها بمشتقة الدالة عند X‏ 


ادن : 


إذا كانت le‏ النسبة السابقة موجودة عندما *0<-۰۸ فاننا نسمي هذه النهاية بالشتقة 
الیمنی للدالة f‏ عند x‏ بالثل نعرف الشتقة الیسری للدالة ؟ عند x‏ . ومنه نجد آن: 

الشرط الضروري والکانی لوجود الشتقة الأولى للدالة f‏ عند x‏ أن تکون الشتقتان الیمنی 
والیسری للدالة f‏ عند x‏ متساویتین. 


(^, ۱( Lo» 
يساوي قيمة المشتقة عند‎ Gof(x)) عند النقطة‎ y = f(x) ميل المماس للمنحنى الذي معادلته‎ 
| أي أن:‎ ox 
ROTE m-f '(x) 


١١ 8 oL ال‎ 


باستخدام التعريف» آوجد مشتقات الدوال المعرفة فيا يل عند x‏ 


x E bE)--— سس‎ Jie ux U 
1+ Xx 
f(0) - له‎ 2-3 (Y 


الق 


in f) (١ 


ol لاحظ‎ CY 


(Y 


نعلم أن: 


fe 
EE - (xh) - (x? —k N lim 2 d 03i AT -t a es +X 
h—0 h h—10 h 
HERR 2 GJQQx4h-LD 
= lim— ———— = lim 
جم‎ h وج‎ h 


= lim(2x +h -1) = 2x-1 
h—UÜ 


Fehr, a x+h X | 


h hil-x-h 13 


lG m تعد جوت ودح‎ Latr RES 
h )1 + (1+ x + A) h )1+ [1)زع‎ + x4 A) 
ع / ؛ ومنه:‎ 0 = l 


h (12-390 4- x 4-41) 1 
l 


f Ga Ua | 
Te +ع + )زم‎ ( TT )1 + x) 
3 


f'G)- lim E 2X 


hi 90 


o 2x 2h - 3—42x— اسر‎ m 3 + لد‎ 2 - 3( 
E nN 2x + 28-3 + 421-3) 
(ضربنا البسط والمقام بمرافق البسط)‎ 
| )22+2-3(-0-3( پر‎ 2h 


— lim جع ا‎ 
LL 3--42x—-3) 2+ 2n- : M 
"RA [2h34 23 3 + لو‎ 2 - 3 + 2x-3 Cm  J2x-3 


(V, Y)‏ مشتقة دالة عند نقطة 


(1,0) 
ظ‎ f'0- im 1 2- f 


Am ) ۲ + / < ۷ 4 ! ci لنضع‎ 


۵ - × = 9 وعندما 0 ج ۱ فان ج × 


وبالتعویض في )0 (V,‏ نجد: 
(sU‏ 


J(x)- f'(c) 


f'(c) = lim 


A = C‏ اس بلي 


(1, Y) JLi 


A a 
x^ sin—,x #0 ۳ 7 t 
f (x)= X ححيث.‎ af Alli او جل مشتقه‎ 
0 x=0 


[NET 


۳ 
sin— — O0 
f'(0) = lim———— — = limxsin— 
x—Ü X x—Üü X 


Ges Ob ec E a Aaa Aai من الملاحظ أن:‎ 
x X 


i x—Üü* x—D0* 
lim xsin— - 0 
xe X 


— l 
و بالتال فان: 0 = (0)'م‎ . li in— = 0 نحد:‎ c, ELL 
f )0( یا وبالتالى فان‎ w c HU 
وذلك باستخدام‎ ix = | X f o9 < ۳-1 ادرس قابلية الاشتقاق للدالة ب حيث‎ 


الحل 
x—-l,x-l‏ 


1 > 11.۲ - ۲ ) سس 


ro- 


TTA cL الا‎ 


افش فة الیش RES GEAR‏ انهه 
و G7D70‏ مزر( کل lim‏ 


x] X —1 x—1* 2-1 
فنجد:‎ »×x لنحسب المشتقة اليسرى عندما 1ج‎ 
lim J-J lim m up ua E 


xl 1-1 xl x—1 


وبا آن الشتقة الیمنی لا تساوی الشتقة الیسری عند 1 < * فالشتقة غبر موجودة عند 1. 


نقول إن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على فترة مفتوحة. إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة 


من تقاط هله الفترة. 


i H مشتقات الدوال‎ (1, £) 
OUT La i 


f') 2 nx! (عدد طبيء ( فإن:‎ n < IN, Fx) = y" | ادا‎ 


الرهان 


/ : (x +h)" zu d , WKN 
(x)= lim—————— : zi | 
7 h 0 h ik 
وحسب صيغة ذى الحدين:‎ 
n(n — 1) x" ?p? ۹ و‎ +h” 


للك ب يرا ورب Ge)" =a"‏ فان 


5 min-l T £ 
nx" پیز‎ Dey 2h? + ب‎ nxAU 1 +h" 


“(x)= lim 
J x) h—0 h 


h(nx" + M 1 xt قوس توت‎ Eth 
F'(x) = اك راا‎ 
fF) lim 2 
= lim(nx" ^! Om x"? h+... +h" D ug 
h0 


YN‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(o. o JU a 
أوجد معادلة الماس لمنحنى الدالة المعرفة كما یل:‎ 
(1.1) dal ie « f(x) 2 x* 
Jti 
: نعلم أن ميل المماس عند 1 يساوي‎ 
) = 1 (قيمة المشتقة عند‎ m= f'() -[2x]; - 2 
: فمعادلة المماس هي‎ 


(3,0 £i i| 


f'(Qx) 20 فان:‎ (cube) fo) = c تناكاذإ)١‎ 
y' = cg'(x) € y = cg Qo) فان:‎ ax ادا كانت ۾ داله قابلة للاشتقاق عند‎ CY 


dll 
Han اال‎ E 0 


In 
h—0 Rh 


f (x)= lim 
h—Ü 


)( 
lim— =0‏ = 
زاج زا 


(X,c) (x--h,c) 


شكل (1,۳). 


Jp qim cgix- h)—cg(x) 


(Y 
ar, h | | 
- lime ESTE) |... gGct ID - 8G0 
0جط‎ h h—»0 h 


=c¢g (x) 


OL e ت‎ 
فان:‎ cx للاشتقاق عند‎ (oU f, إذا كانت الدالتان ۾‎ 
Cf X g)'G) < f'G) + g'G) CN 
Cf.g)'G) = f'G)gQ) + f (g(x) CY 
Eia- f (xg) = fios: (x) (Y 
g (g Q)* 


p A‏ أن يكون ادمع 


ال‌مان 
0( سس (f +g) = tim‏ 


SU Gcr R) - Fic -] رم + عيع‎ gix) 


Es h 


-limf tPS mst) 


h—0 h h—0 h 
= f (x)+ g'(x) 
(f. d m 5 
im Z 2108) P) 7 FoogGet (۴ J 208) 10-7 GogG09 
) s ۳ h 


(fGx)g(x--h) الط المقدار:‎ T L= (أضفنا وطر‎ 
imta Telat h) + folgi + زم‎  ع)2([‎ 


in E- FG) i 


= Kw g(x- h)] + hm[ f(x) 
hU h=>0 


eth fc 
cim 
=f PT (X) 
لأنع دالة قابلة للاشتقاق فهى متصلة)‎ > lim g(r +A) = go ) 
سب العطی.‎ X دالتان قابلتان للاشتقاق علل‎ gi f أن‎ hey 


g(x  h) — g(x) 
h 


lim g(x A) + f(x) fa ل شت‎ qx) 
h—) hi —0 h 


من الا عط آن: 
Jd‏ 1 
gh) gQ) siad 7 8G 1)‏ عت Xa d‏ 
hg(x)g(x- h)‏ جر h‏ مجم dx g(x)‏ 
g(x-- h) - g(x)‏ 75 
EU / limga go]‏ نگ ورزر -= 
g (x) m 2 _ _ 8 1‏ - 
Hm g(x-h) goes) — (g(x)* |‏ لجاع 
من جهه اخری: 
د كمسر .وم =( .می 5 - وم 
g(x) g(x)‏ 8 


LO fts). fs L 
8G) EaD ) 


۱ ۲ ۵ coL. m 


(1, 0) JLi 
آو جد مشتقات الدوال المعرفة كا يلي:‎ 
f(x) د‎ 27 &3x* +1 (Y f(x) 2 ax b (| 
d. 
fos E—l(& م‎ = +46 -2( ۳ 
X + 


"- 
ار‎ -+ )١ 
f'(x) 2 6x? + 6x (Y 
f'G)23x (x? -2)4- (x5 44023) ۳ 


= کرد‎ —6x* رم + کر‎ = 5x1 —6x* ب‎ 8X 
rac 2xx4D-(^-DQ 2x 42x-2x! 42x. 4x 
iilius (x^ + 1(* (x^ «1)? (x^ 41)? 


(£ 


(1, 6۸6 b 
التي تكون‎ X (وذلك من أجل قیم‎ « f'G)2nx* t ادا کان "وک و1 عدد کسری فان:‎ 


عندها المشتقة f'‏ موجودة). 


[33 Dolo 
أوجد مشتقات الدوال المعرفة كما یلی:‎ 
Fœ = × + ×2 ۲ کو وو‎ 
1 i db 2 
f )x( = (x7  x3)(x? +2) ): fax) کد‎ )۳ 
x? +1 
goes 
1 5 3 1 1 | 
۶) رگ + 2 بر( ہے یر + 2برع‎ 3 6 
2 3 
5 5 


z J ad 3 2 
2x(x? Lija x 3) 2x3 TR ERN 
f£ 3) —————————— 3)۳ 
(x^ 3 (x? +D 


۱۳۹ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


QCxX +17 


£( )73 مج( اب + تم +( + +x D‏ ری - ۶ 


(3,0) 1, 


کل دالة قابلة للاشتقا شتفاه ق عند نقطة ج = ex‏ هی متصلة عند هذه النقطة. 


الرهان 
من الملاحظ آن: xm —a)‏ مرو وو x*a‏ 
A — G‏ 
(xa‏ 
JJL‏ فإن: lim(x—a)‏ ھر 4 lim f(x) = f (a)‏ 
a‏ سس xad ۳ X — ua X‏ 


= f(a)- f'(a)0- fa) 


a) oN)‏ ثادت فنهايته نفسه» -—rü) dYa‏ ا lim‏ حسب 0 ,1)) هذا د بعنی آن شهایه 


(x i‏ 7ج از 


الدالة عندما » ج × تساوي قيمتها عند ca‏ أي أن الدالة/متصلة عند a‏ 


نظرية(5 ,^( 
لتکن dis f‏ معرفة على الفتر ة (2,0)» ولتكن ) .c e (ab‏ إذا كانت الدالة م قابلة لللاشتقاق 
| عل الفترة (ab)‏ (ورب| لاتکون قابلة للاشتقاق عند «(c‏ وکانت jf‏ 


€ عند‎ ilan C! 


۲ )والنهایتان i f Cx) Û lra, Z4'Cx)‏ مو (QU s‏ فان الشر ط الضروري 
والکافی لوجود Xll‏ ر عند » آن يكون on y" qaos ei f 'Cx)‏ 


JA ع‎ 7 X ع‎ CE 


ادرس قابلية الاشتقاق للدوال العرفة على Ule‏ كما يل : 


الا ات TY‏ 


xz 
—l,x <0 


foo 2|x—-2] )۳ foo > l (Y ا کد ر‎ (Y 


Aa 


L [332,350 5 ,تير‎ < 0 
اليك‎ <f x) = (۱ 


S vet) یو وت‎ eei) 
(3, 0 وفقا للنظرية‎ x 20 لندرس قابلية الااشتقاق عند‎ .IR- (0) متصله على‎ 


lim f(x) lim × =0 من الملاحظ أن:‎ 


x—0' x—0' 


lim f(x) = lim — x? ح‎ 0 
x—»0 


x—0 
f£(0)—0 


إذن شر ط JUS YI‏ متحقق فالدالة متصلة عند 0 = Xx‏ 


(ب) لناخذ f'(x) le‏ عندما c x—0*‏ فنجد: 
lim f'(x)— lim 3x? =0‏ 
x—»0* x—»0* |‏ 
وكذلك FCX) Xl‏ عندما x0‏ . فنجد: 
lim f'(x)2 lim (3x?) =0‏ 
x—0 ٠ x—0‏ 


وبا أن الدالة متصلة عند 0 = x‏ ونباية المشتقة عندما *0 x‏ تساوی yale‏ عندما ۲-07 
فالدالة قابلة لللاشتقاق عند 0 = cx‏ بالتالى f‏ قابلة للاشتقاق على IR‏ 


: 20 دراسة الاتصال عند‎ )(۲ 
lim qux) lim 1 = ] 


x—>0 چ ار‎ i 
lim f(x) = lim —] = -1 
x—0 ٠ )جر‎ 


f«0) = [1‏ 
فالدالة غير متصلة عند 0 = × فهی غير قابلة لالاشتقاق عند 0 = . 


فالداله متصلة وقابلة للاشتقاق على IR-(0)‏ ومشتقتها على IR-(0]‏ تساوی الصفر. 
(شکل ACTUE)‏ 


yel 


(C, £) شکل‎ 


FG) [x2] 
5 2 | 
Í (x)= |- (x moa (Y 


من الواضح أنها متصلة عند 2=× لتحقيقها شروط الاتصال» وكذلك متصلة على IR-{2}‏ 
y‏ عل شك à es‏ حدود يسار ويمين sed‏ 
إذن» هى متصلة على IR‏ 


دراسة قابلية الاشتقاق عند 2=×: 


من الواضح أن: F . xe‏ 
وبا أن lim f'G)‏ ع lim, f'GO‏ 
فإن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 

۰-2 ومن الواضح Lef‏ قابلة 

للاشتقاق على (2)-18. JSS‏ (1,5). 


۱۳۹ 
(۵ ,3( مشتقات الدوال المثلثية 


Derivatives of the Triconometric Functions 


f (د)‎ > sinx => f'(x) - cosx 


f(x)2cosx— f'(x) 2» -sinx 


انظر شکل(۱ ,1). 


dls zl 


. 1100 + /1( ۲ 
Gd پر[‎ n 
|» h0 h 
0 jim Sinxcoshe cosxsinh- sinx 
h—40 l ly ۱ 
-Tii —sinx(l— cosh)+ sinb cosx 


h>0 h 
—sinx(l—cosh) .. 
سس‎ eb 


= lim 
h h—0Ü f 
—sin x.Ü- cos x.1— cosx 


sinhcos x 


. l-cosh 
= —sin x lim — — + cos x lim € 
h لاج‎ h h زاج‎ h 
۱ . cos(x-c-h)-cosx 
fix) ji; OES EIE) Cos 
h ۳ 03 ۳1 
. Ccosxcosbh- sinxsinh- cosx 
— lim 
اج‎ | h 
. . —cosx(l—cosh)- sinxsinh 
— lim ظ‎ 
مجم‎ h | 
= -—cosx(l—cosh) ,. sinxsinh 
= [i — ا‎ 
h—0 h (اج رز‎ h 
1I—cosh . v Si : ; 
- sin x lim — —-—cosx -Ü-sinx ۰1 =— sinx 


= —cosx lim حل‎ 
h hu 


h اج‎ 


۱۳۰ 


(^, Y) Lo» 


(۱ 


x&y=cotx (Y 


y ح‎ - 5 


y' -secxtanx«—y = secx (Y 


y'2-cscxcotx«- y = دعق‎ (£ 


(انظر شکل (1,1)). 


الرهان 


—-Ssec x (1 
COS X 


؟)بالمثل نجد مشتقة: 


1 
y = secx = (Y 
۱ ۱ COSX 
, QÜQO.cosx-l(-sinx) SInX ] sinx 
c — e -—À تس‎ ES i = secx tanx 
COS X cos^x  COSX COSX 
1 تین‎ ۳ 
y =CSCX = — : بالمثل نجد مشتقة‎ )٤ 
sinx 


COS.X 


sinx 
y = tanx = 


COS X 


r à I É 
, Cosxcosx-sinx(-sinx) COS + sin^ x 


2 


2 
COS X COS X 


y = براوج‎ = — 
sinx 


- 


IK 


sin x 


y= 


y = SÉC X 


y = lan x 


= col x 


y 


ال ات 


۱۳۱ 


أوجد مشتقات الدوال المعرفة فيما يل : 

_ _  Secx (Y y= aE (A 
l+ tan x [ + ۷7 

y —sinOcosÓ (£ y —cotx(1--cscx) (Y 


ji 
l-cosx siny(l+sinx 1] 0 
_ 1-9995 ے‎ , sinx )-( Kcosx) q, 
| - ۷ )1+ sina)? 
E sinx + sin? X—cosx- cos? x + 3٩111 ۲ = ۲ 
N N N TUR ا‎ © 


(1-- sinx)* Ena 
secx secxtanx(l--tanx)—secx(sec^ x 
-Secx _ yr _ Seextana(Le tana) "seca(Sec 3) (a 
l+ tanx (l t tanx)? 
0 secxtanx-Tsecx tan? g= sec? 1 


y= 
m 
(1-- tan x) 
I y. 
y 2 cotx(1--cscx) > y' 2—csc^ x(12-cscx) + cotx(-cscexcotx) (Y 


— —csc^ لوو سير‎ x—cot^ xcscx 
y' 2 cos cosÓ + sinO(—sinO) = cos” 0 —sin^ 0 0 


T)‏ و فاد السلتلة 
The Chain Rule‏ 
نعلم أنه إذا كان: fu)‏ = ر حيث u— g(x)‏ 
فإث: (fog)(x) = f(e) = f(u)‏ 
فمثلا إذا كان: *(1+ y = (G7‏ 
فبالامکان أن نضع : &u-g(x)2x^-41‏ “ررح )م y=‏ 
عندئذ: *(1۱+ (o6) - f () - u* = (x^‏ 
dy‏ 


du TT +D 4 i-a من الملاحظ أن:‎ 


EY کی بر‎ qyodg لدب‎ Cm بالتالي فإن:‎ 2 --4x +42 فان:‎ c yo x* +2 +1: وبا أن‎ 
dx E73 dx 


dy 


الا قات ITT‏ 


نتساءل oY‏ إن كانت النتيجة الى حصلنا عليها'وهى: 


dy _ dy du 
dx du dx 


صحيحة دومًا. والنظرية التالية التى تسمی بقاعدة السلسلة جيب على ذلك. 


نظرية ٩, A)‏ ) (قاعدة السلسلة) 


ادا کانت: y f(u)‏ حبث scum g(x)‏ کانت: 


O على الترتبب)»‎ X مو جودثين ) عند لا‎ du Basal 
| | cdx dtt 
تعطى بالصيغة:‎ (x (عند‎ y = f (g(x)) مشتقة دالة التركيب:‎ 
dy dy du 


de dude f (8 G0 — f (g(x))g (x) 


(3, A) 


(5, 4) مال‎ 
جد مشتقات الدوال التالية:‎ sl 
ys(x^ -D' (Y y -cos2x )١ 
۱ 
در‎ 0+2 (7 (f y sin? x (Y 


الحا 
اي E‏ 
—sin(2x)(2) (۱‏ ع y —cos2x = Cosu << — = -sinuu‏ 


CX 


y- (x? - D! zu 22 -7u9u' = 7(x? +) 2x (Y 
1 


. 2 2 d ; ; 
y=sin? x-u^ =>“ = 2uu = 2sinxcosx (Y 
X 


1 l ۱ 
1+ کر + 27+ )”رج‎ 0+۸۶ ( = (t 
CX 


3 igo s. la 3 4 1 
y (1+) + 30+ دج(‎ 2 ([< (+x? RS )1 + x?)^ 


۱۳۶ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


C, V)‏ الاشتقاق الضمنی 
The Implicit Differentiation‏ 
(1) لنتأمل ف الساواة التالية: 


(3,5) y+xy+x-3=0 


تجد أنه باستطاعتنا حساب y‏ بدلا له X‏ والحصول عل الصبغة: 
3—x‏ 

x x -1 

1+ ۷ 


61۷ .. l 2 

PN ON.‏ هذا العناء یمک اجاد المشتقة: س 

ولکن | ود حمل يمكن إيجاد FS‏ 
وذلك باشتقای طرق المعادلة )1,4( adl‏ للمتغير X‏ مستفیدین مین قاعدة السلسلة؛ 


[3 4 €) y(14-x)23-x-— y= f(x) 


y'+y+xy -120 
y'(14- x) 2 -(14- y) و منه:‎ 
I+ y A 
حك‎ E ادل: ا‎ 
TX 


إن الدالة ۴ المعرفة بالقاعدة QU Ye)‏ والتي تزودنا بالقيمة y‏ تسمى بالدالة المباشرة أو 
الظاهرق أما المعادلة CV, ٩(‏ فتحدد تبعية المقدار y‏ للمتغير × بشكل ضمني ونقول إن y‏ معرفة 
ضمئيًا بالمعادلة C, ٩(‏ أو fol‏ دالة ضمنية بالمتغير ×. أو fol‏ محددة بشكل ضمني بالمعادلة ٩(‏ 5). 
فمثلا ۴ المعرفة بالقاعدة f(x) =cos3x+ tan2x‏ =« هي دالة مباشرة أو ظاهرة. 


(ب) لا حظ d‏ ا معادلة التالية: 
CTA Na xsiny + ycosx=0‏ 
أنه يستحيل إيجاد y‏ بدلالة ox‏ لكن يمكن إيجاد مشتقها '/ باشتقاق طرفي )٦, Lll‏ 
siny-c-xcosyy'-- y'cosx — ysinx = 0 =‏ 
y'Gxcos y + cos x) = ysinx-—sin y =>‏ 
 ysinx-—siny‏ , 


CT 1T y = یتست‎ xcosy-c-cosx 0 
XCOS y +۲ دوهی‎ 


(5, V) JL a 


أوجد ميل الماس للمنحني المعرف بالقاعدة (۱۱ (CV,‏ عند النقطة )7.8( As‏ 


۱۳ م‎ cL M 


۲ 


5 زو‎ -sinz 
Bc تهت راجو و‎ 2 po 29) Axa, ۱۲( من‎ 
—CcOosT-cos—  —— 
2 2 
Co ul s 
“و للدالة ۶ العرفة ضمنًا بالعادلة:‎ =L (y) pr 
| X 
3y^ + 4 27 


ثم أوجد معادلتي الاس والعمود على الماس للمنحني عند النقطة (1,1) الواقعة عليه. 


y +47 =7 < 6y' +8» - 0 ب = ار‎ 
5 3y 
Mu. 
”ر‎ = cq عد ا زر‎ E <- 3». 4 3y^ *4x^ 
dx 3 yf 3 y^ 3 3y^ 
(عوضنا عن ۷ با يساويها)‎ 
wu 4 7 _ 28 


3 3y? 5 9 y? 
(3y? + Ax? 27 (لاحظنا أن‎ 


4 

ميل المماس للمنحني: dere‏ بردم 
F l 3.‏ 

ميل العمود على المماس : m c ^x‏ 


معادلة اماس عند النقطة (1,1): 4-7 + و3 ج ا 
A. 4‏ 
معادلة العمود على الماس عند النقطة نفسها: -i4y-$el‏ ۱ 
ا 
Gi ESR‏ 
اوجد le?‏ ياق 
dx‏ 9 
tan^ x4 sim x^ 6‏ ع y —sec(tan2x) (Y y‏ 
y -sinx^ -sin^ 2x (£ xy? + ysecx? +3=0 (Y‏ 


ال 


? x - 3sin^ x^ cosx^(2x) (| 


y = 2tanxsec 


y —secu => y'= sec(tan2x) tan(tan2x) sec? 2x(2) CY 


۱۳۹ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


۱ ") 2 2 
y + 2xyy' + y'secx^ + ysecx tanx” (2x) -0- (Y 


۰ ظ‎ 2 » 
y (2xy + secx^?)- Hy” + Zxy “رمعو‎ tanx”) => 

i y? T 2xysecx? tanx” 
۱ اا عم ع بت‎ 


2xy- secx 
y= cosx (3x?) -3sin" (2x)cos2x(2) (£ 


| نظرية )3,4( 


F 


مشتقة: ۳« num y‏ عدد نسبی (کسری)؛ هی y - nx.‏ 
(من أجل جميع قیم × التي تکون عندها الشنقة ۷ موجودة). 


oL Jl 
ا (عدد صحيح سالب)‎ € IN. (1) 
y=X فنجد: سل‎ «(m e IN)n= -m : نصح‎ 


X 
بالاشتقاق» نجد:‎ 


Q'( o)‏ ع م (عدد دسیی موجب) 
ET‏ 


دنرم ۰ == 0( 672 ۳:0 )ۋر XI‏ 
CË‏ ر ) 4 فنجد: 


2 
| 


T» 


Aa و‎ 


بالااشتقاق» نجد: 


n > 0 (c)‏ (عدد نسبي سالب) 
نضع: وو «(m 5 Q”) g‏ فنجد 1 5 y‏ 5 


m 
X 


نات ۱۳۷ 


وبالأسلوب نفسه الذي اتبعناه في «(D‏ نجد آن: 


ومن الواضح أن النظرية صحيحة إذا كان 0 n‏ 
| نظریة (1,۱۰) 

اذا قبلت الدالة / العرفة على الفترة (a,b)‏ التی تنتمی إليها النقطة x‏ دالة عکسية أ ٠‏ واذا 
كانت f‏ قابلة للاشتقاق عند × ومشتقتها 0( واذا كان fw‏ -درء فان الدالة f‏ قابلة 


للاشتقاق عند y‏ وان مشتقتها تساوی: 


dn. 
uU yu) T 


(^ à ۱۳ bd a 
معرفة بقاعدتها:‎ Ula f لتكن‎ 


l 
f : زجب‎ +1 
) FOA 


للفلل 


إن هذه الدالة تقبل دالة عكسية على VR‏ ومن الواضح أن حل المعادلة: y 2 fœ‏ إذا كان 


y-3‏ هو: 
1 
3-2x?41—xz8$‏ 
أذ 
E 1 Q3‏ 
(f 1)'3) 2 —— - —— —- -3(8)? - 34 =2‏ 
-F 1 ms‏ 
f Le‏ 
D xx‏ 3 
FOOD <<» 3)‏ 
طريقة أخرى: 
قاعدة الدالة العكسية ga‏ هي : pa :X p (x —3y‏ 


212 3002 1م ) جح 36-17 =( (f‏ 


—— x ” eee 
صر‎ + 200 | Fate w EN 


X قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير‎ uzg(x) 
cf (u) «f 1۷ 
cf'(u)u قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير ا‎ fu) 


AIC UJ‏ لشتقات من مراتب عليا 
The Higher Order Derivatives‏ 


تعريف )1,1( 
إذا كانت الدالة "7 قابلة للاشتقاق عند x‏ فإننا نسمي مشتقتها بالمشتقة الثانية للدالة ⁄ 
ونرمز ها بالرمز "7 وهكذا فإن: 
FOF =E‏ 


HE TT 
pega TENE ویرمز‎ 


ax 


وبالطريقة نفسها نحصل عل الشتقة الثالئة وهی تساوي: 
f )( < f "Q0 = Uf "(x »- 2 Ue»‏ 


sa Jun à Ji ارا الل‎ 


YY 4 


(t. 11)‏ 
UL ELA‏ ۱۶:۱4 
أوجد المشتقات من الرتب الموضحة أمام كل دالة: 
1 | 

n-2« f(x) o x? (Y n24« f= )١ 

| | 
١ من الرتبة‎ c f(x) =sinx (£ من الرتبة‎ cf(x) e — (Y 
näs, من‎ S) sinx ) n4 من لر‎ e Fo) T 
21 (د) زر من الرتبة 20 والرتبة‎ 2379 )5 n تبة‎ Jl من‎ » f(x) - sin2x ۵ 


الل 
fO (25x e f ()2345x^ e f'(x) 245x? > f'a =5 0‏ 
6 سير ےد eoo‏ 5 ےگ = )۶۲ 
EN‏ ` £5 = 
f"(x) 212(x 4-1)? & f'o)2-I1x-D? e fosi-nDt«(‏ ... 
KO (x) = —3K x10 * «—‏ سے e.‏ 
حم 9*"( (1 + )2۱ 1(7-) = fF V? (x)‏ 
f(x) =sinx (£‏ حم )7 + هزه = f'"(x) = sinc + 27) = f'a)‏ —«- 
سم (x)-—sin(ca n)‏ ° £ 
sin2x (6‏ ع f'(x) = 2sinQx 4 <f (x)‏ . 
حي f(x) = 2" sin 0x + A E‏ 


= T" ك‎ 1920x! 5 کڪ‎ J^ x) — 20x! 9 حت (×) رک‎ x49 (1 


f Q9 (9 20 ے‎ f99 (4) 2 20149 = 201 ۳ (x) 2181920x! 7 


)4 , 5) الدوال المثلثية العكسية 


The Inverse Trigonometric Functions 


(The inverse sine function) sin دالة الجيب العكسية‎ (T) 


تأمل في دالة الجيب sin‏ تجد أن كل زاوية تنتمى للمجموعة A‏ يقابلها عدد وحيد 
ينتمي للمجموعة (B‏ وبالعکس كل عدد x‏ ينتمى للمجموعة B‏ يوافقه زاوية وحيدة شتمي 


متفه دنله الداللة تقبل اة فة ها ندالسة سا الخکسبة 


93 مر لها بالرمز C sin!‏ ادن: 


.-1 v] ecc] 
f -—sin xe y—sin x 


۱ ۱ call m il 


CLE) 


3 1 ۱ ۱ 
sin C رشلا ہزم ےد‎ sin 427 بت‎ EE. 


2 


(0, V), LS) 


i 
2 


.)٦,۸( شكل‎ 


؟ 2 ١‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(The inverse cosine function) cos ! (ب) دالة جيب التمام العكسية‎ 


شکل (5,9). 


۷ ع تر با f:y‏ < 605 


7 < ۷ 2< 0 


بالأسلوب نفسه الذي وجدناه عند دراسة دالة الجيب العکسيةت نجد هنا: 


[1s را‎ 


نسمي الدالة !| cos‏ بدالة جیب التمام العكسية. 


VET 


حال الدالة: ]1 ,1-[ 


[0, x] مداها:‎ 


شکل 12( 


(5, DL 


Lam y= f(x) sin !x تناكاذإ)١‎ 


2 


[ - 7 
فإل:‎ m> ر‎ < 0 uL y= f(x) 2 cos! x كانت‎ ۲ 


l 


yl- x? 


الرهان 
Las) x-sinye- y-sin ! x 4‏ 
m 13‏ 
y‏ مسا 
C ) 21‏ 
لنشتق طرف الساواة في CU, VO‏ بالنسبة للمتغیر ex‏ فنجد: 


l-cosyy 


UT. iV) p و منك.‎ 


` COSY 
cos? y -1-sin^ y-1-x^ نجد‎ «cos? صذو+ ر‎ y =1 وللمتطابقة:‎ CV, VO واستنادًا إلى العلاقة‎ 


(بالاستفادة من CCL, VO‏ وبا آن: 


SUN gu OY cosy» 0‏ » فان: 


cosy = J1- x^ 


, 1 


و 


(Y‏ برهان هذه الفقرة مشابه GE‏ لبرهان الفقرة (۱) ونترکه کتمرین للقاری 


بالتعویض ف العلاقة فة (۱۷ ,01( Asa‏ 


d PA ره‎ SL ORE 2 
أوجد قيم المقادير التالية:‎ 
OS (^ 
2 
sinQcos ! $) 5 cosQsin رك‎ CT 


SE تسش‎ eon 
knicos —+sin 5——) (X 
( ۱ 3 


ال 
J43‏ 


الربع الان إذن: 


sin = وهي تساوي:‎ sinx > 0 
A 
2 a *, 8 -3 
اذث:‎ r= اللاحظ أن ا اوية‎ ua) 
9 - 4-3 =1 5 Ju ان‎ 
SS] 
EE 
5 2 


: 3 z 
والزاوية حادة.‎ ;-sinxe-x-sin نضع ا‎ (Y 


cos2x= cos? X —sin? X إذث:‎ 


rc êmî; PE بالمثل: ۰ بضع‎ 
= لے‎ — 4 = 
: 235-9 - 4 sin2x — 2sinxcosx — A X i A والزاوية حادةءإذن:‎ 
1 T ° 
sinx و‎ <x =sin ( D نضع‎ ) 


| edle 
COS yY = — w V= COS = .xÀ 
كك‎ 7 3C 


۱ ۶ ۵ coL Ass 


لک توا > 0< :رح # (من تعريف الدوال المثلثية العكسية) 
]35: × تقح d‏ الربع الرابع»و y‏ زاوية حادة 


sin(y + x) = sinycosx cos ysinx بالتالى:‎ 
2/2246 1, 1 


1 
Abe N ت‎ 
35 35 3۹3 


TERN TONER 


—5d8‏ 3 ةيةه 


26 


COSX =‏ (تقع T X‏ الربع الرابع)» ۷ = y) sin y‏ حادة). 


ARM EN 
ib أوجد مشتقة كل مما‎ 
3 
ووه) در‎ !(x-)^ 41)? (Y yssin ! J1-2x )١ 


ال 
(١‏ كك لكك diesen‏ = اس 9 _- 
2x 1-25 Ji-ü-2z) 21-2‏ 
1 
Cr‏ کے 52ک yao‏ 
بو 2 
l‏ 


ER" (cos ^ (x— D^ + 1)2 (x -1( 


سوس ول ۲ 


(The inverse tangent function) tan 1 العكسيبة‎ Jl نعرف دالة‎ | Lb (ج)‎ 


, 


y 


:(The inverse Cotangent function) لشکل‎ b cot -1 العكسية‎ el! ودالة ظفل‎ 


TE‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


x=tany ® y ^ tan ! x (| 


: 2-< << شکل (1,۱۱) 


x=coty €» y 2cot ! x (Y 


حيث 0< ر < 7 شكل (V, Y‏ 


IR. حال الدالة:‎ 
TOL. Qaa 
(god "ne 


محال الدالة: IR‏ 


TT (0, m) مداها:‎ 


t 
1 
$ 
0 
* 
Si zx] 
د‎ — |] 
- y-cot ^x 
` 
D ۴ 
i 
k 
taa 
E 
۳ 
mJ P 
Umi mcm 


۲4 2 


(1, 3A) 


۱ ۷ cL À ms 


)٩, Y نظرية‎ 
(۱ 


j A m l l 
y = tan M: نفس تسن و‎ = 


2 14x? 


y-cot!x,r»y»02 y'-- (Y 


الرهان 
x (\‏ مها x=tany & y=‏ )1,14( 
لنشتق طرف المعادلة CV, Y4)‏ بالنسبة للمتغير ×» فنجد: 
sec? y y' + tan? y)y'‏ =1 


= x^) 
(V, 34) راستنادا للمعادلة‎ 
y = l . و ملك‎ 
i 1 + بر‎ 


CY‏ بالثل نبرهن الحالة الثانية. 


(د) وآیضا نعرف دالة القاطع العکسية sec".‏ ودالة قاطع التعام العکسية 


: بالشكل‎ (The inverse cosecant function) esc 


LT) شكل‎ x =secy رجه‎ -sec x (Y 


حيثٌ. 0< ر < گرم < ر D»‏ 


)٩, Y) 1‏ 
X(T‏ “عوج عجر خم ررجهح دير 


: 7 . 
2 sg Lo 


۸ ۱۶ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


حال الدالة: (1<:*)-(1 IR-(-1,‏ 


7 
o 3n 
2 
- TL 
zs secl x n 

fi 

i ۱ 

1 O [ 


(i, x s ات‎ 
0۱ 


(Y 


5 -1 


Ax =» B 
yours mm 
2 دك‎ 


الرهان 
لنثبت الفقرة الأول فقط وبالثل ترهة الثانية. 
من اللاحظ ol‏ : 

1 


(ITT x=secy & y-sec X 


باشتقاق طرفي المعادلة بالنسبة للمتغير ×» نجد: 


الا تات 8 ۱۶ 


l=secytanyy' 
1 
(GC Y) y = —— — dia 
sec ytan y 


۱ ۱ d uus 
c tan? y = sec” y-1 sec y=1+tan y لكن:‎ 


yE د02‎ Gr.) ونهمل إشارة السالب أن‎ tan y = +y sec" y-1 


(O38, Y ۱( (استنادا للعلاقات‎ tany = sec” y-1- Ji -1 ادن:‎ 


.))1,۲۲( وللعلاقة‎ (V, ۲۱( ومنه: سر (استنادا للعلاقة‎ 
“مد حمر‎ -1 
1۷ ULL 
أوجد مشتقات الدوال المعرفة كالآتي:‎ 
3 
j (x) = 01+ مه‎ x?)2 (Y f(x) = ل صواع‎ Vx (4 
f(x)2 sec ! 2x —2esc 1 3x (f fux 3 (Y 
Seb x 
ال‎ 
=] X 1 
dE نت‎ AT" od x 
f'G»)- Jaco x32 (- z2x) (Y 
۱ 2 1+ 
3+ ؤون‎ ! x^)? 
| + x^ ۱ 
(د) از‎ = (sec ! x- ببس سست‎ 35 
xA اقا شب‎ X) 
AE بت‎ 
sec x x^ -1(sec! x)? 
e 3 1 2 ۱ 
و سوت و‎ 
24x -1 3xv90x^-1  xv4x^-1 x 9x” -l 
(^, VA) JU 
أوجد مشتقات الدوال المعرفة کالای:‎ 
y-cot ! J x41 (Y y 2 tan ! (x? +1) ۱ 
y ول تيوت‎ (t y2xsec ! (2x41) (Y 
X 


il) 


+ ۵ ۱ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


jti 
2x 


y= tan ! (x? +l) ج‎ y EL OUEEUE o 
1+) +1" 


-1 : -1 1 ۱ 
y-cot yx+l = y'= (Y 
۱ : 1 دع‎ [ 2X x41 
-1 1 


29x 24x41 


y = xsec (2x1) (v 


y - sec ! (Ax +I) + ر س‎ 
(2x4 DA x^ -1 
y - عو‎ LE NE EN mr (f 
X | | 1 X 
ge Eme 
X. X 


ار 
X xu] XN i-a ۱1 - x*‏ 
ix‏ 


(1»x»00XY) 


E l 5-5 
yJ = CSC l —cscy-2—-siny2x— ۲ - 111 x 
X X 


و منه : ۱ —2 (l> x»0)y'‏ 
* - 1ل 


منال )4 ,3( 
أوجد قيمة كل من: 


sin(sec ! (—2)) (Y sin(tan ! i (Y 


tanx= :‏ (والزاوية « تقع في الربع Afel‏ 


۱ ih mL. ox 


1 
siny = —= iai a 
410 
«——2-secx«-x-sec !(-2) (Y 


(والزاوية تقع في الربع الثالث) 1 


١ 3 1 
siny = = «&-cosx--— 
2 2 


Linear Approximation 
,)م نقطة محددة من منحنى الدالة ] العرف بالعادلة:‎ f(x) لنفرض أن:‎ 


y = f(x) 
نقطة أخرى من‎ 00+ Ax, f cx Ax»)) وأن:‎ (CV, ۱( شكل‎ (a,b) والمعرف على الفترة‎ 


المنحنى قريبة من الوضع الابتدائى cp‏ حيث Ax‏ التغير الذي iub‏ عل j—‏ :. فسرقن آن Ay‏ 
هو التغير الذي طرأً على المتغير cy‏ فان: 
YY) Ay = f (x-- Ax) — f (x)‏ ,1( 


إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند «x‏ فإن: 


f (x)= lim J+A) y الك‎ 
ف‎ Ax Ax—K) AX 


هذا يعني أن M‏ قريب جدا من (×)' عندما يكون |Ax|‏ صغيرًا die‏ 
ا È‏ عندما یکون Fe [Ax]‏ جدا. 


ومنه نحصل على الصيغ المتكافئة الآتية: 
Ay = f '(x)Ax‏ 


f Gcr Ax) - f(x) s f '(x)Ax 


DT 1$] f(x Ax) s f(x) + f'GOAx 


|A)‏ صغير جدًا) 


۱۰۲ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


|3 4 8,98( 
إذا كانت الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند cx‏ فإن تفاضل هذه الدالة عند x‏ يرمز له بالرمز dy‏ 


(1,10) dy = f'(x)Ax 


تكتب الصيغة )£ Y‏ ,1) بالشکل: 
f )< + Ax) = f G9) + dy‏ 
Ax)‏ صغير جدا) 
NINE‏ 
Ty TT L(x) = f(x)+ dy‏ 
نسمیه بالتقریب ا خط للمقدار :۸:0 دي (عندما یکون [Ax]‏ صغمر! جدا). 


x 
EASE laa J Q(x+Ax eK 
Ay — E E 
Day= '(x)Ax 
I مسا‎ E ow sans wv 
: Ax 
X XX 


m -tan 6 = f ' (X) 


EEE 


الشتقات ۱۳ 


(5, ۹ JL 
taU ee دالة معرفة بالشكل: ”× = (د)/ء فأجب‎ f إذا كانت‎ 
Ay « لال:دجوأ)١‎ 
من القيمة 1 إلى القيمة 1 . 1» فأوجد:‎ x إذا تغيرت‎ )۲ 
.۶ )1 1) للمقدار‎ Clas C5 2 5 c Ay c dy 


سل 
dy- f'G)Ax -23x^Ax (|‏ 
Ay = f (x Ax) - f(x) 2 (x + Ax)? —x^‏ 
x? + 3x^ Ax + 3x(Ax)? (Ax)? — x^‏ = 
Ax + 3x(Ax)* + (Ax)?‏ “32 - 
Ax(3x^ --3xAx + (Ax)? )‏ = 
0.1(Y‏ 2 1- 1.1 - ۵ ؛ إذن: 
dy = 3(1)” (01) = 0.3‏ 
Ay = 01)3 + 03 + 00D = 01(331) = 0331‏ 
=L = f) + dy -1+ 03 = 13‏ (11) زر 


Ut. T eJ OL o 
بالاستفادة من الدالة ۶ المعرفة بالمعادلة:‎ 


y= 00 = × 


4.1 43.9 
قارن ما تحصل عليه بها تجده من قيم لهذه الأعداد باستخدام الآلة الحاسبة. 


J 
Ax=0. 1 لنغير × من القيمة 4 إلى القيمة 1 .4« فنجد:‎ 
نجد:‎ (0, Y) وباستخدام العلاقة‎ 


f(4) + F'O.)‏ = (4.1) ز 
x 4 1 O. 1‏ 
7 


~2+ > - 2 +025 


= 2.025 


وباستخدام الآلة احاسبت نجد:6 2024845 = J41‏ 


چ ع 


وايضا: 


f (39) = 7 )4( + f )4()-0.1(‏ 
0.025— 2 = 
z 1975‏ 
وباستخدام الالة الحاسبة» نجد:17 197484 = 39 


(1,1) JL 
قيمة تقريبية للمقدار:(0.01)].‎ 3U2 y = f(x) = sin 2× المعرفة بالمعادلة:‎ f استفد من الدالة‎ 


الحل 
f (Q1) « 7 ))0( + 2co08s0(00 I)‏ 
z 002‏ 


(^, Y) Cos 


من العلاقة )0 CV, Y‏ نجد أن تفاضل المتغير (المستقل) ex‏ هو: 
dx = Ax‏ 
إذن» تكتب العلاقة )0 Y‏ ,1) على الشکل: 


dy = f'(x)dx 
المعرفة بالقاعدة:‎ f هذا يعنى أن تفاضل الدالة‎ 


y = f(x) 
X يساوي مشتقة الدالة عند × مضر وبا بتفاضل المتغير (المستقل)‎ X عند‎ 
و مه با فان:‎ 
dv 
Z= م‎ 


ax 


فمشتقة الدالة f‏ عند x‏ تساوي قسمة تفاضل الدالة عند x‏ على تفاضل المتغير (المستقل) x‏ 


١ المشتقات‎ 


(۱۱ ,7) طريقة نيوتن لامجاد الحذور التقريبية للدوال 
تأمل الدالة التالية: 


(x)= x +x-l 


تجد أن f‏ متصلة على IR‏ وأن: 21 (1) ۶ ,1- = f(0)‏ 
حسب نظرية القيمة الو سطى» یو جد جذر c‏ لهذه الدالة يحقق الشرط: 0<ء<1. 
يتضح من بیان الدالة f‏ آن هذا الجذر وحيد شكل 
(۱۵ ,1). لنختر العدد -= ند متتصف الفترة )0,1( 
کتقریب آول لهذا الجذرء ولتکتب معادلة الاس 
لنحنی الدالة عند النقطة ((, ») c(x f‏ فنجد: 
(ند-)( ند)”/ <()-< وبافتراض X2‏ 
هو الإحداثي السيني لنقطة تقاطم هذا الماس 
مع المحور ex‏ فان: 

0—J 0) f x> - د‎ ( 

T 


| fx) TFE 
(Ya = x ,ل‎ x) # Û 
X2 = X] TOA J E 


QU Vo) شكل‎ 


وبا آن: 1+ 32( فإن: 
4 
4 


وحسب (۱ ۲ و۱ نجد: 


Xo = 


(3 
& 5 si 
——9-7.207142857 
£ 7 
a 
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ET] * 
ات‎ 


(X5 f (x ((‏ » فنجد: 


y-fG3)2 f (xXx (ضد‎ 


(X, YV) 4,351025 (5) «0 
f (x2) 


* م 
اب 


CU AD 


وهكذاء فان: 


5 593 
x3 - 2 پل‎ 206831797 
X4 = X4 ———— 3 2 «06823285 


; 3 M 
LL فط‎ Rant x 06823279 
3(x4) +1 


من الملاحظ أن: 00000001 = 1 — (x5)? + xs‏ 


يمكن أن نبين أنه إذا كان: © 22 × وکانت "1 متصلة بالقرب من f'Cc) ±0 cc‏ » فان 
الأعداد ......,رند,یند,رند تقترب سريعًا من العدد ». من الملاحظ أن هذه الشروط محققة فالدالة f‏ دالة 
كثيرة حدود؛ 0 < ces f'QO‏ 1× قريبة من ©. من جهة أخرى للحصول على جذر مقرب إلى 
× عدد عشری. علینا متابعة العملية السابقة حتى نحصل على تقريبين متتابعين تكون فیها الأعداد 
العشرية الأولى والتی عددها K‏ نفسها في الحالتين. 

فإذا أردنا جذرًا للمعادلة مقربًا إلى رقمين عشريين فقط. نتوقف عند x‏ ونحصل على 
القيمة التقريبية: 8 0.6 = c‏ 

وان أردنا جذرًا للدالة مقربًا إلى خمسة أرقام عشرية نتوقف عند X5‏ لنجد: 


C = 0008232 


lov cL x 


أوجد باستخدام التعريف مشتقات الدوال العرفة كا يلي: 


fG)-2xNx-1 (Y foo)2x^ + +ع‎ 1 6 

f0) =x? - +2 ($ fix) = 1 (Y 
+ 2 

f) = 4x - بکد ( عر‎ (o 
31-2 

f (= + 1 - ۷ (A f(x) "m (V 

X 

f(x) < x^ 5x (۱۰ f(x) - : (4 

(x—3) 


باستخدام التعريف أوجد مشتقات الدوال المعرفة كا يلي عند النقاط البينة إن وجدت: 
fa) - a-3 AR‏ عند 2 =+ 


x = 0 عند‎ f) "ادا‎ (1۲ 


2 > 9,۲ - ۵ 
1۳( 5 |( عند 2 =× 
lx > 2‏ 2 
0« 1,7 - 1 + با 
fue ( VÉ‏ وان 0 دع 
x^-x,x20‏ 
ax +b,x <1‏ 
۵ إذاكان: | = f)‏ ۰ فحدد قيم ab‏ التي تجعل الدالة ۴ قابلة للاشتقاق عند 1 = x‏ 
E — ,x»l‏ 


1( ادرس قابلية الاشتقاق للدوال العرفة کما بل عند النقاط الرافقة: 
lsinx (1)‏ = (۲) از » عند )7 ح X‏ 


3x F6, x«l 


x—4,x2-l 


xdi ۲-۱ (ب)‎ 


e êt poa 
x, x20 


1 > بر - 3 

2 اد () وعتل1‎ (3) 
— x>] 
X 
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آو A‏ مشتقات الدوال العرفة كا يلي (دون استخدام قاعدة السلسلة): 


fa)- 4x (1۸ fG) 2 x? -2x +1۷ 
feos Mx ex ۰ fGo-Qx-3? (44 
l ۱ 2 | 
سس("‎ ۲ f(x)ex(x-D* ۱ 
f Go c2 fiy-xx-D* ( 
$^-3 B. mk. 
{x)= = (YÉ r= ۳ E Y 
m x? 3 7 x 


fG) =) 3+) +2( (1 F= xy x45) (Yo 


2d x 


E Sirld 
(x) (YA yz UV +۶ XX 7) (wy 
f) [od f(x) DONE 


azlixeQ(quu«aqque YY) للمت‌حنبات العرفة في التمارين‎ unc آ و جد فيل‎ (Yq 


- . dy s 
في كل من الدوال المعرفة كما يلي:‎ pa أوجد‎ 


۰ كورود -Jxy Q? «n? 1 ysQu‏ تي دان 
gi —‏ 
(vy‏ ا کے ۳ y = [x «Gc? -D3]^‏ 
(x" ly‏ 
y-2x (YÉ‏ 2 - رد x 4y-1(Yo‏ 
x y4y X4 xc XM (x y^)? -2xyz2 (Y‏ 
WA‏ او سس الماس للمنحني المعرف في التمرين (5 (Y‏ عند النقطة )0,4 Hbo‏ 


للمنحنیین العرفین في التمرینین (Y V) (Y^‏ عند النقطة (1,1). 


. dy i 
4 p — أو جل‎ 
dee dx um 


y 2 xsinx + cos3x (£* y-sin2x4cosx (Y4 

y 2 tan3x + cot2x (£Y y-sinx^-«secx (f! 
3 ۱ . 3 ۱ 

y-tan x (£ £ y-sin" x (£Y 

yz(2-cscx)? (£1 ,l-eosx (£o 


i |+ cosx 


(oV 
(04 


(1 


(Y 


(1o 


a 
(14 


(VY 
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. | | à ۳ 
y = (sind x +cos yx) (EA y-sim XCcOS X 
۱ 2 2 
بر‎ =cse(cos" 3x) ۰ y —-sec[tan(x^ +1)] 
+ع‎ sin(xy + y) + cos y? =5 (07 y+ ysinx+xcosy=3 


y = lx +tan3x +4 (of £x ا‎ 

y = cot (3x +1) - sec? (2x +1)‏ 65 ) 0867 + 66و < y‏ 
آوجد ميل اماس للمنحنیات العرفة في التمارين ۱ ۵۳ عندالنقاط التالية des‏ 
الترتيب: (0,3)» )4,0(« (4,4)ء (0,2). 


أوجد مشتقات الدوال المعرفة كا يلي: 


1 ^ E -— E 
y-tan A 0E AR y-sin | 2 1 3x 
X 
- nicae | EM NE NET EN 
y-tan (3x42)(* y= x“ sec X-ccsc 2x 
as E E e o E ta 
y= (sin 2x-cos 3x) (Y y —sec(csc ! x) 


. dy n 
Et — او جحل‎ 
فيا یل‎ di npe 


sin xecos! ورد بر‎ + CM sin (xy) 2 y 43 


0+ ۳2 (> =x" + y? (11 y= sec ! (xy) - x 


أوجد قيم المقادير التالية: 


۱ J 1 4l 4l 
-os2sin |(—— (1A sin(sin! + tan |— 
60525118 ( 3) in( 2 3) 

tan(cos ! لوج‎ > (Ve sin! 1+cos™!(-1)+ tanC 1) 
sin@cos (C) (VY sec(2cosC 1) + tan ! 1) 


أوجد المشتقات من الرتب الموضحة للدوال العرفة كا t de‏ 


y=x +4 +3 (VY‏ من جميع الرتب 


(Vé 


0 من الرتبة‎ c" 


x-4l 
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n من الرتبة‎ yssinàx ۵ 

y-2cos2x (V1‏ من الرتبة ه 

۱9 18 من الرتبة‎ y=x +» +5 +1 (VV 

y-sec ۸‏ من الرتبة الثانية 

4 أوجد y"‏ للدوال العرفة كما يلي: 
xy y? =2 (u) x? + y? =1 (Í)‏ (ج)1- sin! Qy)* y‏ 
y = tan” 2x (a) y - sec" x (3)‏ رو ( y- tan ! x^‏ 

(fog) (3) فأوجد:‎ g'G)24 « £3) 27 ۰0(<5 کان:‎ A 

١‏ إذا 23:085 g'(4)=6 « 5) 24 « g'6)‏ فأوجد: (08()5ع) 

: إذا كانت ۲ معرفة بالشكل‎ (AY 


x^4 x.x > Û 
۱ ۶ ۰ سس‎ x=0 


0 > 161۵0 
2 
فان قیمتی LK‏ اللتین مجعلان f‏ قابلة للاشتقاق عند 0 = x‏ هما: 
 K=0L=0 )(‏ (ب) K=1:L=0‏ 


1 - 0 1, - (a) K-L-l (c) 


۳ إذاكان: y-sin^t «x-cos3t‏ فان duri ans‏ تساوى: 


dx 
۲ ی‎ Mu. 3 
(ب) 3 (ج) - (د)لا شيء ما ذکر‎ 3 )( 


di 0: dt du x 
۱ ., dy E 
اوجد — إذاكان:‎ ۶5 
dx 


dv " av ۲ ü 3 
X dx s y IIR يسا‎ 1 Ext إرشاد:‎ 


cor 3 
¥= 818 f ۷۵08 f 


: سرت‎ 
x 21^ + ۵ «(+ +1 


١1١ 


z=sin2x+x" ۰ y = z> T z^ + 1 إذا كان‎ (Ao 


dy 


e - ay ax dE. السلسلة‎ asl مستفیذا مین‎ A و‎ jt 


dx dz dx dx 
ها ها‎ E كع انض‎ 
ي کل غا يلي‎ 2, 50 


y-tcost دير‎ t^ +t" (1) 

y —sinf csc2f x= - (ب)‎ 

y = cos? 3f f —tan2x (c) 
y = secz? x-z^42z45 (د)‎ 
چ‎ = XC082x y=sin3z (ه)‎ 
z-tan^ x yssin[Xz«D] G) 


(AV‏ إذا كان حجم الاسطوانة Ú Sao‏ بالصيغة: 


| 1 2 
آ‎ ——7x' 1 
3 F 


۸۷۰۷ (Y 


(CY‏ اذا تغيرت x‏ من القيمة 7 إلى القيمة 7.005(« plè‏ جد 5 .V(7.005) ARM Css Dod‏ ما هو 
الخطأ الرتکب في آخذ هذه القيمة. 
(AA‏ إذا كان حجم الكرة يعطى بالصيغة: 


V = T ux? 
3 


حيث x‏ طول نصف قطر الكرة» فأوجد: 


AV«dV (1 


11 
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V(11.003) من القيمة 11 إلى القيمة 11.003 ۰ فأوجد تقريبًا خطيًا للمقدار:‎ x إذا تغيرت‎ CY 
ما هو الخطأ المرتكب في أخذ هذه القيمة.‎ 


٩۹‏ استعن بالدالة f‏ المعرفة بالشكل: 


(4: 


۳ )( < ۶ -n 
n23,5, 7, حیت:11‎ 


atey‏ جذور الأعداد التالية: 

V3, 5,7, 1‏ » مقربة إلى خمسة el‏ عشرية مطبقا طريقة نيوتن. 
أوجد جذور المعادلات التالية الواقعة في الفترات المرافقة: 

xt x-1-0[01] C)‏ مقربة إلى أربعة أرقام عشرية. 
(ب) [1,2] ,0= 2- ”×- ”× مقربة إلى أربعة آرقام عشرية. 
x - 005 x = 0, [0.7] (c)‏ مقربة إلى عشرين رق ا 


(د) .]0,4[ ,0 =100- x^‏ مقربة إلى ستة أرقام عشرية. 


pD ge» 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق 
THE PROPERTIES OF THE DIFFERENTIABLE FUNCTIONS‏ 


2.5 يف )\ 3 (V‏ 
Jf- s-‏ معر فة عل الفترة 1 تقول ol‏ الدالة f‏ : 
)١‏ متزايدة (Increasing)‏ على I‏ إذا تحقق التالى : 


E IX <A, => F(x) < f (x3)‏ , نري 


: ادا محمق التال‎ T على‎ (decreasing) متناقصة‎ (Y 


Yax كت‎ Ix > م«‎ > f(x) f x>) 


: على 1ء إذا محقق التالى‎ (Constant) ثابتة‎ CY 


لكل 7 > و ود » فان: F=f)‏ 


AY 


١‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(e)‏ دالة ثابتة 


شکل (۱ ,9( 


نقول 2l‏ للدالة f‏ قيمة عظمى (Maximum Value)‏ (مطلقة) عند نقطة Ule tac‏ 6 إذا | 


fc)‏ أكبر قيمة للدالة على ule‏ 5 أي آن: 
fo) > f(c)‏ لكل xes‏ 


وقيمة صغرى (Minimum Value)‏ (مطلقة). ادا كان: 


f(c)‏ أصغر قيمة للدالة على ule‏ أي أن: 
FEF‏ لكل 5 > ۲ 


مثل هذه القيم تسمی بالقيم القصوى للدالة على مجاها. 


۱ قول ان للدالة f‏ قيمة عظمى f(c) ile‏ عند نقطة c‏ من مجاها eS‏ إذا وجدت فترة مفتوحة ICS‏ 
ظ تنتمی إليها النقطة (c © D) c‏ » بحيث يكون: 
x > IL SJ fG) > FO‏ 
۲)نقول إن للدالة f‏ قيمة صغری fic) ile‏ عند نقطة c‏ من cS Ule‏ إذا وجدت فترة مفتوحة 2 C‏ | 
تنتمی إليها النقطة c(c € D c‏ بحيث يكون: 
x > IJN fo) < fo‏ 


١‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ad C1 C5 OL C4 p C4 Cs b 


als قيمة صغرى‎ (e3) «Iz(a.p)c [ab] 


شکل (۷,۳). 


f(e): f(c4)« f(c4)« f(c4) 3 f(c1)‏ يم قصو ی Ls‏ على ك 
(نسمي القيم العظمى والصغرى المحلية بالقيم القصوى المحلية) 


إذا كانت الداله ‏ قابلة للاشتقاق على فترة 
RR Mur Qui S qui‏ وكان للدالة 
| قيمة قضوق له هندع فإن: ob^ teyssp‏ 


f'(c)-0‏ أو F'O‏ غير موجودة. 
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۲ ' )6( - 0 


نتيحة(١,7)‏ 
إذا كانت الدالة f‏ متصلة على فترة مغلقه [a, b]‏ وكان للدالة iod‏ قصوى محلية عند نقطة ce‏ 


«(a, b)‏ فان: 0=(ء)' أو f'(c)‏ غير موجودة. 


نقو ل إن العدد » من حال الدالة 1 عدد حرج شده الدالف اذا كانت 0= f'(c)‏ آو كانت 


f'(c)‏ عير موجودة. 
CV , Y)‏ النظرية الأساسية للاتصال 


نظرية (V , Y)‏ (النظرية الااساسية للاتصال) 
إذا كانت الدالة f‏ متصلة على الفترة المغلقة :[a, b]‏ فان للدالة على هذه الفترة قيمة عظمی 


| (مطلقة) M‏ وقيمة صغرى (مطلقة) m‏ أي da p‏ عددان ۵ at,‏ ينتميان للفترة b]‏ ,2] بحيث يكون: 


m= f(a) , M= fp) 


:m, M لاجاد‎ 

)١‏ نبحث عن الأعداد الحرجة للدالة ۴ التي تنتمي للفترة [as b]‏ وقيم الدالة عند هذه الأعداد. 
(Y‏ نحسب قیمتی الدالة عند طرفي الفترة: f(a), f(b)‏ 

m وآصغرها هو‎ M نقارن بين هذه القیم فأكبرها هو‎ (Y 


(V, ۱( JL 
أوجد القيم القصوى للدوال المعرفة بمعادلاتها التالية على الفترات المرافقة:‎ 


]-1, 2] fGo2x*-2x^ 0 

[0, x] f () - ا‎ + 2-2۸ (Y 
D ی‎ #7 

[0, 1] TO= + (Y 

Fer T] f(x)-tan lx ۶ 


الحل 
۱ (1) جذور الشتقة: 


x =0,x = ±1 & 40 —1) 20 > f'(x) = Ax? -4× = 0 


الأعداد الحرجة التتمية للفترة [2 .1-1 Fj + j|‏ | 3[ 


(ب)قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: 8= (۴)2 , f(-1)--1‏ 
(ج)أكبر الأعداد:8 ,0 ,1- هو:8 = M‏ (القيمة العظمى) 
أصغر الأعداد:8 ,0 ,1- هو:1- - m‏ (القيمة الصغری) 


CY‏ (أ)جذور المشتقة: 


js ۱ 7 Er 
وهی التي تنتمي للفترة‎ X لاك‎ Eee احا ولاك ار‎ [ (x) = —sin2x-0 
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(ب) قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: << (1)7 ۰ TORE‏ 
oed. iiie‏ | 
(ج) usi‏ الأعداد: as‏ 


دیا | تانب | نوت | نم 


1 | 1 
أ)احذ:. اة دة +x? = ۱ 4x3‏ 


2 
x3 


۱ 1 + x 
x--l : هى‎ = E 


x 3 


المشتقة غير موجودة عندما:0 = × )0 ینتمی لمجال الدالة) 
العددان الحرجان هما: 1- ,0 والمنتمى للفترة ]1 ,0] هو الصفر فقط وقيمة الدالة عند الصفر: 


(ب) قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: 1 
(ج) أكبر الأعداد هو: = M‏ (القيمة العظمى) 
أصغر الأعداد هو : 72-0 (القيمة الصغرى). 


x = 0 > f(x) =‏ وهو ينتمي للفترة [1 ,1-]. 


' ۲-2-0 جذور المشتقة:‎ (XE 
TX 


قيمة الدالة عند 0 = x‏ هى !020 |f (0) - tan‏ 


A 


(ب) قيمتا الدالة عند طرفي الفترة: | 7 


171 <0 و‎ M AG) 


أوجد الأعداد الحرجة للدوال المعرفة كما یل والواقعة داخل الفترات المرافقة» ثم أوجد 
القيم العظمى والصغرى (المطلقة) هذه الدوال على هذه الفترات: 
E3,2] fG)y2 x? -2x (*‏ 


[-1, 1] fG)- zi -2x* +1 ۲ 


۱۷ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


[-1,3] fo) uw 3 +20 
[-4, 5] fG) - x5 «4(£ 
[3, 5] f(x) - Ax? و‎ (o 


[0, 2] f0) 2 Nx? - 5x46 (1 


[-r, r] f) 5 sinx--cosx (V 
em fG) - sin? (۸ 
[1.4] fG) -24x3 (4 
[0, 2x] f(x) 2 cos2x + 2sinx (V* 
[0, 2] fG)- a-2N4-3? ۷۱ 
[0, 2x] f(x) 2sinx-cosx ۲ 
[0, 1] )م‎ - xe ]له‎ - x (OY 
1 6 

[0, -1[ f(x)25x? £m (VÉ 
ارات‎ f Go stan! x? ۵ 
I ۶ )( 2 x-sinx (M1 


(V , Y)‏ نظرية رول ونظرية القيمة المتوسطة 
(Rolle'sTheoremand The Mean Value Theorem)‏ 
نظرية )£ (V,‏ (نظرية رول) 
| إذا كانت الدالة : 
١‏ ) متصلة على الفترة المغلقة [a, b]‏ 
۲ قابلة للااشتقاق على الفترة 
(a, b) & gall‏ 


۳۱)واذا کان: (a) = f(b)‏ 
فلابد من وجود نقطة واحدة c‏ على الأقل: 


c e (a b)|‏ بحیث یکون: 


f'(c) =0 


شكل (۰ , ۷), 


۱۳۱ الدوال القابلة للاشتقای‎ uel g 


(v, Y) JUUÀ— 

برهن أن الدالتين التاليتين تحققان نظرية رول» ثم أوجد قيم » التي تحقق هذه النظرية. 
-x(!‏ =( ]1 .1-[ 
E f(x) 21-3۷7 CY‏ 


الأ 
۱) الدالة متصلة على ]1 ,1-] Le Y‏ كثيرة الحدود» وهي قابلة للاشتقاق على (1 ,1-) لنفس السبب. 
وعند طرفي الفترة: 0= (1-)1 = .f(1)‏ إذن شروط رول محققة. فلابد من وجود نقطة واحدة C‏ 
عل الاقل بحیث یکون: 
f'(c) -0 ۱ ۱‏ 
وبا آن: 1- 23x^‏ )"ير ءفإن: 0= f'(c)‏ ے 


] ۲ ws ا‎ ed 3 l 2 
i-e) 150W x0baüphl. الب ساب سیم‎ 
> و ادرا ب‎ pir 


2 
TS‏ يت kp E ES v0 ME NE Ge Se Rr FE GE‏ 
١)الدالة f‏ متصلة على ]7,7[ لأنها مجموع دوال متصلة وقابلة للاشتقاق LY )2.2( de‏ 
مجموع دوال قابلة للاشتقاق» وعند طرفي الفترة: 1- £C - fe‏ فشروط رول محققة. فلابد من 
وجود عدد واخدء غلى الأقل ینتمی للفترة )7( ؛ بحيث يكون: 20 f'(c)‏ 
لکن: 43sin3x‏ = )”ير « إذن: 
O0 < f" (cC) =0‏ = عدن زو جح 3c = m‏ 


77 Gm " un 
c = — e (—,—) iJ وا‎ c = — nE 2 
C62) والقبود:‎ 3 


کے 
3 
انظرية )0 , (V‏ (نظرية القيمة المتوسطة) 

إذا كانت الدالة 1: ۱5 
)١‏ متصلة على الفترة الغلقة [a, b]‏ : 
CY‏ وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (a, b)‏ . 


۳ هود‎ 55 EE EA E SO E NE 


فلابد من وجود نقطة واحدة c‏ على الاقل: 
c € (a, b)‏ بحيث يكون: 


AB یوازی‎ (c , f(c)) الماس عند‎ f (b) - fia) 


= f'(c) 
b-a 
(V, V) Jo 


۱۷ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


البرهان 
لنشكل الدالة التالية: 


o- 4 a) 


g(x) = fix) -LfCa) + (x—«)] 


من الملاحظ أن هذه الدالة متصلة على [a b]‏ لأنها مجموع دوال متصلة. وهي قابلة 
للاشتقاق على (a, b)‏ لأنها مجموع دوال قابلة للاشتقاق» ومشتقتها تساوي: 
f (b)— f(a)‏ 


b-a 


فضلا على ذلك فإن: 0 = g(a) = g(b)‏ 
فشروط نظرية رول حققة إذن لابد من وجود نقطة واحدة c‏ على الأقل بحيث يكون: 
0 - لس - مر 02- e)‏ 
OLD‏ مر (v, Y) eG bem‏ 
من اللاحظ oT‏ القدار؛ ۰ ۵-۵ کی ل ار PUNTECECUE IET‏ 
لمنحتي (c, 1)©(( daz ase‏ إذن الصيغة ) , ) تعني تساوي هذین القدارین. 
والتفسم لذلك آن الوتر AB‏ يوازي الماس للمنحني الذي معادلته y = f(x)‏ 


f'(x) -‏ = () و 


عند النقطة f(c))‏ ,ع). 
بين فیا إذا كانت الدوال العرفة فيا يل تحقق شر وط نظرية القيمة التوسطة على الفترات الرافقة. ثم 
f) - -x°| (۱‏ ]1 ,1-[ 
LN NY‏ 
—.x»1l‏ 
X‏ 
الحا 
CY‏ من الملاحظ أن: 0< 1-2 على الفترة ERG‏ 


-l]-x : Q3! 


1-x? 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷۳ 


وبا أن الدالة: ۳0-1-7۶ متصلة غلل [1,1-] وقابلة للاشتقاق غل EY CLI)‏ 
كثيرة سحلو د فإن شروط النظرية „a TT‏ ادن لاید من وجود )71,1( C E‏ بت 
يكون: 


لا NO‏ ۳ بج 
)1( -1 2 


c-0e )-1,1(‏ . لاحظ أن شر وط رول LA‏ محققة هنا. 

۲ من الملاحظ أن الدالة f‏ متصلة عن يمين 1 = x‏ لكونها دالة كسرية بسطها الدالة الثابتة 
ومقامها كثيرة حدود والمقام لا يساوي الصفر.وهي عن يسار 1 = x‏ كثيرة حدود. إذن هي متصلة 
على (1)-[0,2]. ولنفس السيب قابلة للاشتقاق على [1)-(0,2). لندرس اتصال الدالة وقابليتها 
للاشتقاق عند 1 = <: 

lim [Xxx lim 5-2 (i) 


x—>1* 


lim f(x) = lim (3— X 21-3 
x x—1 
fQ-2 
× = 1 ادن الدالة متصلة عند‎ 


—2x,x < l 


(ب) قابلية الاشتقاق: ,ى 2 21(" 
EC M‏ 


lim f(x) = lim — - 2 آن:‎ bs 
yl x1" x? 
lim f(x) = lim-2x = -2 


x—] اخ‎ 


فان الدالة قابلة للاشتقاق عند 1 = ». 
فالدالة محققة لشرطى نظرية القيمة التوسطة. 


۱ م . و وش ور 
e "- /‏ ال "A ime‏ 
او : 

2 


وب 
ددع إن دمر 


(V , Y) 
f'(c) = —2c نجد:‎ (V , Y) وبالاستفادة من‎ (xc > 1 إذا أخذنا الدالة 6 (من أجل‎ 


بالتالي: 1- = عق هه دع لا حمل e (0,2) : ol‏ 5 


Y Vf‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


إدا il‏ الدالة f‏ (من أجل 1 < ×)» و NU‏ ستفادة من Y)‏ و (V‏ نجد: = f (c)=‏ 
E‏ 


بالعای: 1- - - 2= والقبول هو c-42€(02)‏ 
C 1‏ 


GC 
لكل × ينتمى للفترة (2,0)؛ فإن:‎ f(x) 20 إذاكانت:‎ C! 
على هذه الفترة.‎ f(x) < c 


CY‏ كانت: £'G9 9 g'G)‏ لكل PE‏ للفتر 8 (a,b)‏ فإن: 


c)f(x) = g(X) + c‏ مقدار ثاست) 


الرهان 
ا .حسيهنظرية القيمةالحرسظة رش رھ یآ وب × آله cds‏ مر ماه الوه ن 
f Gu)‏ -(دx)‏ ل 


X? = X] 


= f'(c) = ع0‎ e (x, xX2)) 


(طبقنا النظرية على الفترة [1.2*] والمشتقة تساوي الصفر على هذه الفترة) 
f x) ۶ ():03l‏ لكل (طرهاء ریا f (x)2c‏ 
۲ لنضع: )80 (ت) h'Q) — f'G) - g'G) 20 e hG) = f‏ 
لكل o3] .x e (ab)‏ حسب (۱) فان: »2 )م ع + ()و = () ۶ 


بيّن أن الدوال التالية العرفة كا يلي تحقق شروط نظرية رول على الفترات الرافقة ثم أوجد 
جميع قيم ‏ المحققة لهذه النظرية: 


[0,2] fo)sx^-2x41 0 
[0,3] f()sxi-3x42 (Y 
[-42,42] fG)-x'-2x?41 ۳ 
2 
[-11] ۾ ا‎ 
[+x 


[0.1] f(x) sin3x (6 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷/۵ 


[0,7 f(x) =sin 2x (3 
8 
[—1.1] (ع2) ر‎ = x? (V 


ن OE RR ERU HS PRU]‏ تحقق شم وط نظرية القيمة التوسطة عل الفترات اة 
ثم آوجد جميع قیم » الحققة للنظرية: 


[0.1] fG)sx -2x?41 ۸ 
[2,4] fœ <|۳-1[ — (4 
[1.2] fo)js—— Qi 
[1.1] fG)slex? — (M 
[0,7] f(x) 2sinx ۲ 


حدد فيا يلي في إذا كانت الدوال المعرفة كا يلي تحقق bs‏ نظرية رول على الفترات 
المرافقة» ثم أوجد مجموعة قيم» في حال تحققها: 


[—1,1] fœ) = 1-7 (۳ 
]-3,3[ ج )گر‎ r. (VÉ 
X279 
[—1.1] fG)2x? ۵ 
[—77.7 | f(íx)- (31 
l-cosx 
2 
[4.3] ۶) - 22 (w 


faya Ii-a” ۸‏ ]1.1—[ 
حدد e$‏ يلي إذا كانت الدوال العرفة كا يلي حقق شروط نظرية القيمة التوسطة ثم آوجد 


[1,4] 00 4 
x"-] 
[-13] feo- (° 


v 
[id foy X «U (Y 


x xsü 


۱۷۹ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


[-1.2] f(x)- 


(YY‏ أوجد قيمة × التي تجعل الدالة ۴ المعرفة بالمعادلة: 


[(X) = cosx + Ksinx 
(0.71 تحقق شروط نظرية رول على الفترة‎ 
المعرفة بالمعادلة:‎ f ۲)آ و جد قيمة × التى تجعل الدالة‎ 5 
1-1 


2 = (1) ل 
Xxx]‏ 


(V , £)‏ اختبار المشتقة الاول 
The First Derivative Test‏ 


نظرية (V, V)‏ 
| إذاكانت الدالة ۴ متصلة على الفترة المغلقة [a b]‏ وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة «(a b)‏ فان 


الدالة 1: 
)١‏ تكون متزايدة على ab]‏ إذا كانت: 
f'G) <0‏ لكل x € (a.b)‏ 
؟)تكون متناقصة على [a,b]‏ إذا كانت: 
f'G) > 0‏ لكل x € (a,b)‏ 


© عدد حرج C‏ عدد cl us‏ 
المشتقة عند (c, f(c))‏ مو جو دة المشتقة عند (c, f(c))‏ غر موجودة 


شکل (۸ . 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷۷ 


الر‌همان 
نكتفي بالبرهان على الفقرة الأولى» وبالمثل نبرهن الثانية. 
"T‏ أن xj, x2‏ نقطتان اختیاریتان تنتمیان للفترة ca, b]‏ وبتطبیق نظرية القيمة التوسطة على 
الفترة [x], x2]‏ (مع ملاحظة أن الدالة f‏ تحقق شروط هذه النظرية على هذه الفترة)» نجد: 
x2)‏ .03 € عرزء) f G2) — f 03) = (xa - S) f‏ 
لكن: O qao m‏ < (ع) els‏ 
fo)» foa) E fa- f03) <0‏ هذا يعني أن الدالة f‏ متزايدة على الفترة b]‏ ,2]. 


اختبا رالشتقة الأ وى 
ادا كانت 1: 
١)متصلة‏ عند عددها الحر ج .c (Critical number)‏ 
۲ وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (a,b)‏ التي cus‏ (وليست بالضرورة قابلة للاشتقاق 
عند «(c‏ فان: 
0١‏ قيمة عظمى محلية للدالة ‏ إذا غيرت '۴إشارتها حول ء من موجب إلى سالب. 
i 9‏ إشارة المشتقة ۲۲ 


۲( قيمة صغرى علية للدالة 6 إذاغبرت ۶ |شارتها حول » من سالب إلى موجب. 
+ = إشارة المشتقة ' cf‏ شكل (V , A)‏ 
o A‏ لح 


مو جو دة أو غير مو جو 85 .(Not exist)‏ 


آوجد فترات التزاید والتناقص والقیم العظمی والصغری المحلية للدوال التالية: 


1 
fo) x*vl-x (Y fœ) = 5x5 (Y foo 2x! -2x? (١ 


IVA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ال 


ef) -4x? -Ax - 0‏ 0= (1- 40۳۶ ]+= ,0 دع 


f'(x) إشارة المشتقة‎ 5 0 4 0 e 0 
f(x) ص‎ N 1 A 0 M 1 A o 


«f (0) = 0 :(Local Maximum Value ) القيم العظمى المحلية‎ 
f(-D-2 f()-2-1 ‘(Local Minimum Value) القيم اأص مر ی المحلية‎ 


à 


f'(x) ME.‏ . لا جذور للمشتقة والعدد ا حرج الوحيد هو 0 = x‏ (ينتمي لمجال الدالة). 


5] | 
x^ 


—00 (0 o 
تله‎ + 
— 0 7 0 A 6 
IR. فترة التزاید هی‎ . (Local Extreme) ile ليست قيمة قصوی‎ f (0) 
duo m 55 1 241—x - 1[ 
والمشتقة تساوى الصفر إذا كان:‎ f'(x)21- ——— - ————— (Y 
2 3 z 24l- x 291 - x 
pa لاس ی پوت لسن‎ 1I-xz1 
4 4 
× = 1 وهی غير موجودة إذا كان‎ 
3 
X — 0 — | 
= 
06 ۱ + 0 ۲ چات‎ 
۳" 7 B Y ۱ 
4 
. وأن جال الدالة هو [1,م)‎ lim ۶") - لاحظ آن: مم‎ 


x—1 


في حين أن f' Jie‏ هو .)79( وأن بيان المنحنى ماس للمستقيم 1 = x‏ عند النقطة (1 , 1). لاحظ 
à3 5 „Ë‏ 5و - E UM 3 oa Tos T‏ 3 
آن: [ey‏ قيمة عظمى às‏ وان فترة التزايد هي (oed‏ والتناقص هي D‏ 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق ۱۷۹ 


o)‏ , ۷) التقعر والتحدب 


The upward and downward ۷ 


y 


(a,b) النحنی مقعر على الفترة المفتوحة‎ f” (x)70 


شكل (۷,۱۰). 


تأمل بيان المنتحنى الذي معادلته: ()1 = y‏ والمعحرف على الفترة المفتوحة (a,b)‏ = ۲ 
والحشق قرط 6= 65 ق Lo Ae‏ ال og‏ ضمت أن الشفقه الاول. Iikeli f'‏ 
للمساواة: 


m= f'(x)-tanà 


هي دالة متصلة تزداد ا بقیمها عندما تزداد .x‏ لاحظ أن JI‏ اوية © عند A‏ زاوية 
منفرجة وعند © تساوي الصفر (المماس يوازي المحور x‏ وعند D‏ زاوية حادة. 

لاحظ أن المنحني يقع فوق أي مماس له عند أية نقطة منه. نقول عن هذا المنحني إنه منحن 
مقعر على الفترة 1 شكل (۱۰ (V,‏ 

بالثل النحنی الذي معادلته fx)‏ = ر والمعرف عل الفترة 1 والمحقق للشرط 0> (<)" عر 
على هذه الفترة هو منحن محدب (مقعر نحو الأسفل) شکل (۱۱ (V,‏ 


" ار ۱ تطسقات d‏ حسات التفاضل والتكامل 


0 f^ (x)«0 
المنحني حدب على الفترة | (مقعر نحو الأسفل)‎ 


شكل (۷,۱۱). 
| تعریف (07,5) 


لتکن f‏ دالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (a,b)‏ = ]. نقول إن بیان المنحنى الذي معادلته 
(x)‏ = ۰۷ 


I مقعر على الفترة 1ء اذا كانت 7۲۳ متزايدة على‎ C 
I محدب على هذه الفترة» ادا كانت "/ متناقصة على‎ CY 


اختبار التقعر 
إذا كانت المشتقة الثانية f"‏ موجودة على cab) Aal‏ فان بیان 1 هو: 
١)مقعر‏ على هذه الفترة, إذا كانت 0 < FOD‏ على (ab)‏ 
؟)محدب على هذه الفترق إذا كانت 0 > f£")‏ على (ab)‏ 


(V, 6) JL 

آوجد فترات التزايد والتناقص - التقعر والتحدب - القيم القصوى ال محلية» في الحالتين 
التاليقن: 

]0, 7[ عل الفترة‎ )( —sin2x (Y f(x) 2 x? -3x 0 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق JA‏ 


ال 


۶ < +1 وجذراالمشتقة هما‎ "(3*2 -3 )( (C 


فترات التزاید: (©,1]و[1-,مه)» فترات التناقص ]1,1-[ « 2-(1-1 قيمة عظمی ملية 
2-2 (1)1 قيمة صغری محلية. 
(ب) ×6 < f'(x)‏ » جذر المشتقة هو : 0 = × 
o0‏ + 0 - 00 إشارة الشتقة J^" Qo)‏ 
Fy 10۳0 2‏ 


فترات التقعر : )00 ,0( وفترات التحدت: )0 ,مه —( 


لاحظ آن: f‏ دالة فردية وأن بيان المنحنى متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. من جهة آخری فان 
نقاط التقاطع مع الحاور الاحداثية هي: (3,0(,)0,0/ہ±) (شکل .))۷,٠۲(‏ 


)2 ,1-) 
y‏ ةك ع في مد ته 


: +«2وم»2 - (#«)ثم وجذور المشتقة على الفترة (0,7) هى‎ (D) (Y 


إشارة الشتقة الاوی: 


i o. A dE m m 7 5 E ۱ + الي‎ NEC 

فترات التزايد: or‏ 4 .0 فترات التناقص iad f ۳ EE‏ عظمى ملیف 
mm a5 ria‏ " 

£C --1‏ قيمة صغرى محلية. 

f(x) = —Asin2x (2)‏ وجذور المشتقة الثانية على الفترة [0,7] هى : 


7 
x-cÜx-—:x-; 


0 — £ + T 
2 


f(0) = 0 / ۷ £C» -0 س‎ f()=0 


(0, x التحدب:‎ col d « E m) فترات التقعر:‎ 


(V. Y) ecce nd 
إذا حققت الدالة ۲ الشرطين التاليين:‎ 
C متصله عند‎ f ) ١ 
:1 بحيث يكون بیان‎ (a,b) وإذا قسمت  الفترة المفتوحة‎ (Y 


124 على الفترة (a,c)‏ ومحدبًا على الفترة (cb)‏ أو بالعکس: 
فإننا نسمى النقطة (c, f(c))‏ من بیان f‏ بنقطة انقللاب 
ika) (Inflection Point)‏ انعطاف) شكل Y)‏ , ۷). 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق )AY‏ 


y . رب نقطة انقلاب‎ y ( 
y=f(x); 


K ME 
¢, lc) 


: (e, 1)0( 


(C) 


شک 9,3( 


مثال (V, Y)‏ 
أوجد نقط الانقلاب للمنحنيات المعرفة YG‏ 


| 
fix) =x? - Ax CY f(x) 22x* -12x^ +0 


سل 


0 :42 - تيرع دين اح 24 - 24 - (نز) "کر جذرا المثتقة LU‏ ±1 = × 


۱۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


اشارة المشتقة الثانية: 
t 00‏ 1 — ]- — وم 


e cu 0 É X» 0 س نا‎ 


نقطتا الاتقلاب هما: (E10)‏ (المشتقة الثانية موجودة وتساوي الصفر). 
لاحظ أن إشارة المشتقة تتغير حول كل من نقطتى الانقلاب. 


2 3 
(Y‏ 3-4 دنه 3 گس" = 


2_1 داعم 
PN 9 3.5 9 3‏ 
لا جذور للمشتقة الثانية» لكنها غير موجودة عند 0 = x‏ (لاحظ أن الدالة معرفة عند 0= ). 
إشارة "PLAT‏ الثانية: 


x‏ !/ 0 ييا 


فالنقطة )0,0( نقطة انقلاب (المشتقة الثانية غير موجودة ). 
اختبار المشتقة الثانية :(The Second derivative test)‏ 

إذا كانت الدالة ۴ قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة تحوي ء وكان 0= «f '(c)‏ فان 
للدالة 1: 

f'(c) «0 کان:‎ I5] c f(c) قبمة عظمی محلية‎ (Y 

f'(c) » 0 قيمة صغرى محلية (©)1» إذا كان:‎ CY 


DEN UL 
وجل القيم العظمى والصغرى المحلية للدوال التالية:‎ 
foo = 2 -3x^ +1 (Y )مر‎ = x? - 0 


الحل 


f'(x) = 2 - 2 0‏ والشتقة تساوى الصفر عند 1 < ×. 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق AO‏ )| 


لكن: 2= (*)”/ . با آن: 2220 f'(x)‏ فان: 1-- (1)/ قيمة صغرى محلية للدالة. 
f'Go-6x^ —6x(Y‏ وجذرا المشتقة هما 0< »× 1 - × 

لكن: 12-6 ع ()*ر . بها أن: 

0( 0> 6= (0)”يرء فإن: 1 = (1)0 قيمة عظمى محلية للدالة. 

(ب) 0 < 6 = (1)”يرء فان: 0 = (1)1 قيمة عظمی ile‏ للدالة. 


آو جد فترات التزايد والتناقصء القيم القصوى المحلية» فترات التقعر والتحدب. lE‏ 
الانقلاب للدوال المعرفة كا يل: 


fG) = 2x? - 3ax* (Y fü)sx^-3x (4 
f(x) =sin2x+1 (£ yejsext-ox^ ۲ 
f(x) )كر 1( مت‎ - dix? 68 

f (= - - (A fco- X: (V 
fi) - 555 (1: m"—- (4 


[0, 2n] على الفترة‎ f(x) 2sinx—cosx ۱ 
| 
f(0 < x? (x-8) ۳ f(x) سوا‎ ! x (VY 


(—n, T) الفترة‎ Le T= sin? +) ١ f 
fx) 2 xX +1 ) 75 f= 


fo) < x? يرول‎ x? (YA ۶)( - 1-22 (AV 


9) حدد باستخدام اختبار المشتقة الثانية القیم القصوی الحلية على الفترات الرافقة: 


x? -4 (۱ ۵ 


[0, rt] f(x) = cos2x + sin2x (Î) 
[0, 27] f(x) 2 2x —sin2x )ب(‎ 
[-r, x] f(x) = 2sinx + sin2x (c) 
(— T ۱ I f(x) = sec2x (ə) 
[— - : 1] f(x) = 2tanx — tan?x (a) 


yO) A) 


رسم المنحنيات 
THE GRAPH OF THE CURVES‏ 


(۱ ,۸) الستقیات المقاربة الافقية والعمودية 


The Horizontal and Vertical Asymptotes lines 


y = 8‏ (مستقيم مقارب أفقي) 


ا ا ا ع اج ا ا ا ا ا ا ع ع ع أ ع أ ع ا ع ا ع e o‏ ما ع إل ع اع عد يد ع ا د ب عد جر ع E‏ د بج a e E E E‏ عر ود ص لو م وا د E‏ 


(A, ۱( شكل‎ 


تأمل في بعد النقطة M‏ (من المنحنى الذي معادلته: y = f(x)‏ عن المستقيم: 
cya‏ تجد آنه یصغر قفرا S‏ زادت قيمة ا عر * وینتهی نحو الصفر عندما X9‏ 


AY 


۱۸۸ تطبيقات فى حساب التفاضل والتکامل 
AV lim|[M.N| — 0 o el‏ 
اي ان" ۳ 
لکن: IMN| =a- f G)‏ 


إذن العلاقة CA , Y)‏ تكافيع الشرط: 
lim f(x)—a‏ 
تصریف D‏ ,^( 
نقول إن المنحنى الذي معادلته: (y = f(x)‏ يقبل المستقيم: 8 = y‏ مقاربا eal‏ إذا كانت: 


(x (أو مم ج‎ lim f(x) —a 


UN. تال‎ 
أوجد المستقيات المقاربة الافقية للمنحنيات المعرفة كما يل:‎ 
X l 
y= (Y y = ——— —- ( \ 
x^ cud (x — 2)(x — 3) 
۳199 M 
E 2x^ - [ ($ x sInx (Y 
2 ^ 
4 —3 x“ +l 


E 
1 


أ( }( == C acd‏ (نفس النتيجة عندما ع — x‏ ( 


إذن:0 = رمستقيم مقارب آفقی. 


lim — lim (Y 
زين جد بر‎ 5 X—20 4 
A 4 ^(01——-) 
A 
= lim t — lim =] 
وه ججح ار 4 6ت جك از‎ A 
x 1 m #1 تج‎ 
X X 


.((Positive) ios كسرة جدا‎ x اذا كانت‎ x = xD) 
v 304 bs: H 
(Ix; 2-x Us) lim بنفس الطريقةء نجد: 1— = تب‎ 


Q0‏ — چس 
z x 4‏ 


رسم النحنیات ۱۸۹ 


إذن:1- = y‏ مستقیم مقارب آفقي ایضا. 


lim f(x) ع‎ lim حك‎ (Y 
X جک‎ a0 يمه جد ير‎ x +] 
-1< sinx > 1 من الملاحظ أن:‎ 
0 l S a E TOT 
2 x^ +l : t] 
lim — = lim = )( S 
ب[ موی‎ x?  x—9]1-4 x? لکن‎ 
فحسب نظرية السندویتش (الشطيرة):‎ 
lim L —0 
X—BROO Xx ب‎ 1 
إذث:0 = (مستفیم مقارب.‎ 
مرت‎ J 
n 
Qs EC csl "M 2 
lim ——— — = lim ——— (f 
x—e Ax? —3 x>o 2 3 
(4——— 19 
l X 
e s 
2 $9 i 
= lim E nmm usq 
یر‎ 4 _ 3 4 fu 
x^ | 
مستقيم مقارب هه‎ y = — إذن:‎ 


نقول إن المنحنى الذي معادلته:(100 = Y‏ يقبل المستقيم a‏ = × مقاربا له» ادا كانت: 


lim f(x) = æ (أو م-)‎ 


r 


(من المکن "هب أو (esa‏ 


) مستقيم مقارب عمودي) 


K^, Y) شكل‎ 


(Na TJ ia 
أوجد المستقييات المقاربة العمودية (الرأسية) المعرفة فيا يلى:‎ 
E غ‎ 
sinx sad 
7 )( - ل‎ ) (= ۳ 
4— x? x^ +1 


EE. 
1 
T— . 
بوك‎ (x —2)Xx- 2) 
(x — 27 االة‎ Ab (من المکن آن‎ : x — 2* — f 09 — oo آن‎ e 
(x — —2* 3l Ae ol (من المکن‎ x — —27 — f(x) وأ نامع‎ 


x = -2 ۰ = 2:02]‏ مستقیان مقاربان عمودیان. 


lim f(x) ع‎ lim من الملاحظ أن: ا لاد‎ eX 


x—»Ü x—»0 sinx 


x 20:03]‏ (لیس Cus‏ مقاریا). 


(à‏ حین أن المستقبيات: 2ت x= mn‏ فين مستقییانت مقاریة. راسیة: قمثلا: 7 = × مستقيم 


lim — 
رو‎ 11 


(المقام ینتهی نحو الصفر بقیم سالبة) 


x 


۳) من اللاحظ أنه لا يوجد للدالة: f(x) = E‏ مستقييات مقاربة رأسية فالقام لا يساوي 
الصف AT‏ ات و 
0 حال الدالة: 


= == 


X 


f(x) =‏ هو الفترة: (2,2-) 


d 


lim —— = oo 


۱ X 
lim 


-E اا‎ 
x——2" JA - x^ 


x = -2 x = 2:03!‏ مستقيان مقاربان رأسيان. 


(A, Y)‏ رسم النحنیات 

سنهتم في يلي برسم بعض المنحنيات ككثيرات الحدود وبعض الدوال الثلثية والجبرية 
مستعينين بالمعلومات التي نعلمها عن خواص الدوال متبعين لرسم هذه المنحنيات اخطوات التالية: 

«do E إنشاء جدول يوضح جال الدالة ومشتقتهاء ندرس من خلاله إشارة المشتقة‎ )١ 

ونستنبط منه فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى المحلية. 

(Y‏ انشاء جدول آخر محدد إشارة المشتقة الثانية» نستنتح منه فترات التقعر والتحدب ونقط 

الانقلات. 

(Y‏ دراسة التناظرات المکنة للمنحنی. 

4) إيجاد نقط التقاطع مع جموعة الحاور الاحدائية. 

alel (o‏ المستقيات القاربة للمنحنی إن و جدت. 

(أ)رسم الدوال من الشكل: (<)؟ = y‏ حيث f(x)‏ كثيرة حدود. 


(^, Y) JL 
y2 f(x) 2 x -3x 2 ارسم | الذي معاذلتة:‎ 


۹۲ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


| فا 

۱لشتقة الأول: f'G)22x-3‏ 
جدور المشتقة: 2-3-0 © =+ 
إشارة المشتقة: 


3 
X <6 — 2 
2 
f'Co 1 1 t 
f(x) - N P pai 2 ۳ 
2 4 


۳--(3)/ قيمة صغرى محلية للدالة. 


”)المشتقة الغانیة: 0 »22 )0 f‏ فالنحنی مقعر نحو الاعل. 
۳)نقاط التقاطع : 
مع X jam!‏ 


) 6 -1() - 2( < )( حم‎ y20 

ایس أو 2= x‏ 

مع المحور y‏ 

0ح ير سب 7ل 

هذا المنحني قطع مكافئ رأسه: 
1 3 


FT‏ و 


(KE LL 
ر‎ = f) 22x -9x^ +127 ارسم المنحني المعرف بالمعادلة:‎ 
فتراث اندم تناقصه. تقعره. تخدبه. قيمة القصوی الحلية: نقظ انقلانه.‎ Gase 


الها 
۱( الشفقة الاول: 12+ f(x) = 6x? -18x‏ 
جذور المشتقة الاوی: 


6x^ -18x41220— 6(x^ - 3۲4+ 2( 20— 6(x- D(x-2) 20 
× = 1 × = 2: فالحذران هما‎ 


إشارة المشتقة الأولى : 


oo‏ 2 1 و 1 (الحال) 
ROG = o‏ (إشارة المشتقة الأولى) 
(سلوك الدالة من تزايد 
Zz op‏ 4 لد 5 f(x) —00 A‏ 7 


آنشآنا هنا جدولا حیث وضعنا فق السطر الأول جال الدالة Ca‏ عليه جذور الشتقة الأول 
آما في السطر الثاني فقد درسنا إشارة الشتقة وفي السطر الأخير بینا أوضاع الدالة من تزاید وتناقص 
وأظهرنا القیم العظمی والصغری المحلية. 


(Y‏ المشتقة الثانية: 18-+12- )”ير 


3 | ۲ o 
جذور الشتقه الثانية: ی‎ 


اشارة الشتقه الثانية: 


bow‏ ۰ - مب اشارة المشتقة الثانية 
9— 3 ۳ 
مھ Fs POP‏ سلوك الدالة من تقعر وتحدب 
من الحدول الاول» نجد: 


فترات التزاید: .)2,99[ 0 ]1,—( 
فترات التناقص: ]2 ,1[ 


۹ نطبيقات في حساب التفاضل والتکامل 

5 = (1)1 قيمة عظمى محلية» 4 = (1)2 قيمة صغرى Ade‏ 
من الحدول الثاني» نجد: 
فترات التقعر: (,7)» فترات التحدب: )7297 
نقطة الانقلاب: Ge‏ 

(Y‏ نقاط التقاطع مع المحورين الإحداثيين: 
١)مع‏ الحور ×:0= ر 0 - 12+ x(2x^ -9x‏ € 
0= × أو 412-0 -9x‏ ”×2 والمیز هنا يساوي 15- 0-81-96 
فللا جذور للمعادلة. إذن نقطة التقاطع الوحيدة مع الحور x‏ هي: (0 0( 
”)مع المحور y -0 >-- 0 ty‏ وهي نفسها النقطة السابقة. 

6 ) الرسم: 


y = 2x3—9x7+12x 


[. 
— 
نم‎ [52 f= 
ال‎ 
P 


140 TT s رسم‎ 


(^, 06) JL 
y 22x? + 3x? +6x ارسم المنحنى الذي معادلته:‎ 


J 


F'O = 6x? +6x+6 المشتقة الاول:‎ )١ 
x^ + x4120«6x* + 6x46-0 جذورها:‎ 


والمميز يساوى: 3- = +4 - 1=" ولا جذور للمعادلة والمشتقة موجبة دوما. 


إشارة المشتقة الأولى: 


X —o0 oo 
f'(x) + 
f(x) —oo A o0 


فالمنحني متزايد دومًا على 11» ولا يوجد له قيم قصوى محلية. 


؟ )المشتقة الثانية: 12+6- (x)‏ "و 
جدر المشتقة: ET‏ 


إشارة المشتقة الثانية: 
mns 2 | f 00‏ إشارة المشتقة الثانية 


تسایس سس سس سب 
CON fc23--5 kera‏ سلوك الدالة من تقعر وحدب 


۱ ۲ ; 1 ; 1 99 
فالمنحني مقعر على الفترة X‏ ومحدب عل الفترة me‏ وله نقطة انقلاب TE‏ 


۲ 5 
6037» 


141 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


bta (Y‏ التقاطع مع المحورين الإحداثيين: 
مع المحور *: 0 - xQx^ 3x6) - 0 y‏ > 
20 أو +3x+6=0‏ ”×2 والمميز هنا يساوي: 39- m-9—48-‏ 
ولا جذور للمعادلة. فنقطة التقاطع مع المحور x‏ هي: )0 ,0( 
والنقطة نفسها نقطة التقاطع مع المحور y‏ 


)الس 


L‏ ظا 8 ظا 8 8 8 8 8 8 8 ۱8 8 ۱8 8 ۱8 :8 8 8 8 87 8 8 ۱8 نا 


شکل )0 ,^( 


رسم TT s‏ ۱۹ 
ملحوظة روا 
للمنحنى من الذرجة الثالثة والذی معادلته: 


y-f(x)- ax + bx^ + دين‎ d 


()آحد الشكلين التاليين وذلك إذا كان مميز المعادلة: 
Y) 3ax? +2bx+ 20€» f'(x) 20‏ ,^( 


سالبًا أو مساويًا للصفر وفي هذه ال حالة لا يوجد للدالة قيم عظمى ولا صغرى محلية» شكل CA, I)‏ 


شكل (8,5). 


ب) إذا كان میز المعادلة (۱ CA,‏ موجباء فللمنحنی قيمة عظمی محلية وقيمة صغرى محلية. شكل (A, V)‏ 


نقطة انقلاب 


شكل (۸,۷). 


وفي كلتا الحالتين نقطة الانقلاب للمنحنی هي نقطة تناظر له. 


المنحني من الدرجة الثانية gilly‏ معادلته:ع+<م+ ycax‏ حیث 4+0 هو قطع مكافئ 
زاسه ور ل حیث رم هی القيمة القصوى للدالة ۴. فتحته نحو الأعلى إذا كان 0 < ۸ نحو 
cil 7 7‏ " 
e E b 1 +‏ 
الأسفل إذا كان0 > لاح z HE‏ د هي نقطة انعدام مشتقته الأولى. لاحظ أيضا أن 
f" (x) = 4‏ وهی موجبة إذا كان 0 ca»‏ وسالبة ISI‏ كان 0 > a‏ 


(A, T) JLi 

y2x'-4x41 Pos أرسم‎ 
ال‎ 
f'G) 24x? -4 المشتقة الأولى:‎ )١ 


x-lex -1e4x -420 جذور الشتقة:‎ 


اشارة | ۲ لشتقه: 


X —00 | 00 
(اشارة المشتقة)‎ f '(x) - 0 * 
o0 N Sein 7 ac 


فترة التزايد: Ll, o)‏ فترة التناقص: ]1 ,=( 


2- = (1)1 قيمة صغرى ile‏ للدالة. 
۲ المشتقة القائية : 1222 (ين"/ 
حدر المشتقة:0 = x‏ 
إشارة الشتقة الثانية: 


odi‏ با | = f(0)‏ ی با 


فترات التقعر: ۸[ . لاحظ أن المنحنى عند النقطة الموافقة 1= × يقع فوق المماس: 


منال (۸,۷) 
ارسم المنحني: 6+ x* -8x^‏ » وار 


الل 
f'G) 2 Ax? —16x alayi azali (i‏ 
d‏ 


= 4x(x^ —4) 
E و‎ a A حدور الشتقه:‎ 


إشارة المشتقة الأول: 
oo‏ 2 0 ر 
+ 0 — 0 + 0 — 
N 0 A 16 N 0 7 o0‏ 


f'Q)-12x?-16  :ةيناثلا )المشتقة‎ ۲ 


2 5 * 
ih المحذران:‎ 
/3 


إشارة المشتقة الثانية: 


2 2 5 
EE cU سس‎ —— OD 
J3 J3 
: Sic 
: نقاط التقاطع‎ (Y 
e (x? -4( =0 ثرت‎ -8i? 41620 y =0 (D 


x = 2‏ . إذن نقطتا التقاطع: )32,0( 


(ب) y-16«—x-0‏ . إذن نقطة التقاطع مع المحور 0= Y‏ هي : 
)16 ,()). 


لاحظ أن f‏ دالة زوجية فالنحنی متناظر بالنسبة للمحور y‏ 


X —a 


6 )الرسم: 


y = x -8x* +16 


شکل (۸,۱۰). 


(^, A) مثال‎ 
fG) =×“ - 2x ارسم المنحني:‎ 


الحا 
١‏ )المشتقة الأولى: Ax? — 6x?‏ ع f'(x)‏ 
جذور المشتقة: 0- 6۶ - Ax?‏ — 0- (2-3) 242 م 


4 ع‎ 
x=> 4xzü 
5 3 


Y «Y‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


إشارة المشتقة الأولى: 
Ü 2 o0‏ ناس X‏ 
2 
f '(x) c Ü x 0 n‏ 
مه f (x) o NM 0 a M aA‏ 
16 
۲)المشتقة الثانية: )1 — 12x(x‏ ح f" (x) 212x? —12x‏ 
الغذرانقيا: ‏ 3-1 xs0 o‏ 
إشارة الشتقه الثانية: 
l + oo‏ - 0 + 0 إشارة المشتقة 


ie u^ Uu Y^ ۲ سین لد‎ 


: التقاطع‎ bu (Y 
« (0,0) فنقطتا التقاطع هما:‎ .× = 2 4x50 ره‎ (x-2)20« مع المحور × 0-:ز‎ 
.(2,0) 
نقطة التقاطع الوحيدة.‎ (0,0):y مع المحور‎ 


5)الرسم: 


شکل (۸,۱۱). 


رسسم النحنیات Yer‏ 


(ب) رسم الدوال الکسرية (البسط والقام كثيرة الحدود) 


(A.D تال‎ 


ا 

۱ المستقيات المقارية: 
هج f)‏ ج 1۳ج . إذن: 1 = × مستقيم مقارب رأمى. 
x t f) 22‏ . إذن: 2 = y‏ مستقيم مقارب أفقى. 


f'(x) = PE الأول‎ PRAN Gi 
(x—1) 
-1 -3 
2———2-(x-»^ 
(x-1) 
إشارة المشتقة الأولى:‎ 
X "d 
f '(x) 5 
f(x) ac لد‎ 2 


فالدالة متناقصة على المجموعة (1)-18» وليس للدالة قيم عظمى أو صغرى محلية. 


)المشعفة القانية: a:‏ 3565 
—— 


إشارة المشتقة الثانية: 


لا يوجد نقط انقلاب للمنحنى (الدالة غير معرفة عند 1 <). 


TE‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


4 نقاط التقاطع مع المحورين: 7.0( :)0,1( 


(o‏ الرسسم: 


m— uÁ— m RED GS RES GRE GRE GRE RR RS GRE GRE GAS GER GR GERA GU GRO GER NR UE LIS SZ 1 EL NE ]| 


t [— 


LILDI T I IZ EI E | m-—-— ín n a a n n n n n cnm cn c c n n ÁO: Oa: Oa: € € € تا‎ 


XA, VD شکل‎ 


ملحو Y) ib‏ ,^( 
من الممكن البرهان على أن أي منحن من الشکل: 


b‏ در 
d‏ ل CX‏ 


هو قطع زائد نقطة تناظره هي نقطة تقاطع مستقيميه المقاربين. 


(ad عو عق‎ )(( czo,f(ix)-— 


مشال (۱۰ ,^( 
ارسم المنحنى التال: 


X 


[ )( < 


2 
[+ Xx 


Yro رسسم النحنیات‎ 
الحا‎ 
x — مما‎ — f(x) الستقیات القاریة: 0 ج‎ ) ١ 
y = فللمنحني مستقيم مقارب وحيد هو:0‎ 
"m .. 
fpa tt E V I ulii t 


2م 0 (4x2)?‏ 
حدرا المشتقة: 1+ = × 
إشارة المشتقة الأولى: 
ص 1 1— 00= X‏ 
f'(x) - 0 + 0 5‏ 
0 الا 1 9 — f(x) Ü X4‏ 
2 2 


إذن: —— (1-)/ قيمة صغرى f() - d‏ قيمة عظمى Ade‏ 


(1 rad 


f") الثانية:‎ isl (Y 


بالقسمة للسط والمقام على sei EEY‏ 


f^) 
f (14- x^)? x^ 


جذور المشتقة: £43 2 x20,x‏ 


اشارة المشتقة الثانية: 


T oO 


۷ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


للمنحني ثلاث نقط انقلات» هي : 
S‏ ول y3‏ 


4 


—, 3لت) ,(0:0) 
6 الدالة ۴ دالة فر is‏ فالمنحنى متناظر بالنسبة لنقطة الاصل. 


(o‏ التقاطع مم الحاور الإحدانية: للمنحنى نقطة تقاطع و aL‏ مح uas‏ عه المحاور الا حدائبة 
وهی النقطة )0,0( 


5)الرسم: 


* 
5 - 
b 
F à 
+ 
P 
—r + 1 Li l 
سس‎ 
d E 
8 
3 
- د‎ 
i 


۱۳ 5 ۱۳ 5 ۳ 5 ۷ 5 ۱ 8 EEE 


[ + x 


K&, V) تفل‎ 


(^, ۱۱( JL LÁ 
x^ +1 
fo) - حي‎ 


x” -=l 


انش 
4 المستقيات المقارية: 
1ج ()] dt‏ ند» إذن 1 = لا مستقيم مقارب. 
f(x) o‏ 2 "1ج osl. x‏ | = × مستقيم مقارب. 
مج f(x)‏ ج *1- جد cx‏ إذن 1- = × مستقيم مقارب. 
UP.‏ —€— 
شك yt AXX (X‏ 
اس ) 


Mila 
و‎ 


FERALE (Y 


X= Û جدور المشتقة:‎ 


اشارة الشتقة الأ + 


1—-)0( 7 قيمة عظمى محلية للدالة. 
(Y‏ المشتقة الثانية: 
—12x)]‏ )2 ]یر - *(1- (x^‏ : 
^ ا f (x)= E‏ 
(x -1(‏ 
بتقسيم البسط والمقام والقام على 1 - X7‏ نجد: 
x^-1-4x? 3x“ D‏ 


'(x) 2 4 —M— و‎ 
Us TW S [x1 


إشارة المشتقة الثانية: 


+ 


"^ 


لا يوجد نقاط انقلاب للمنحنى 
(E‏ المنحني متناظر بالنسبة للمحور y‏ 


YA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


شکل (۸,۱۶). 


(A. Ya 


4 Ll —d 
y-f(x)-x? +4x3 = x(x + 4( 


d 
x د‎ -L ea 3) ls VL acsi CY 
1 _ 4x +1 


Sx 3 
×x=-1ے‎ f ' (=0  :ةجرحلا الأعداد‎ 


والمشتقة غير موجودة عند 0 = x‏ (الدالة معر à‏ عند 0 = (x‏ 
فالعددان الحرجان هما: 1 -,0 
إشارة المشتقة الأولى: 


X اس‎ -1 Ü 00 


۳۹ با‎ enit 


اذن:3- = f(-1)‏ قيمة صغری ile‏ للدالة. 


E —3 
4 2 E 4 1 2 
x 3 —2x mH m 
^ x3 — 3*3 
4 cr z2) 
9 x 
: x3 


× = 2: المشتقة‎ s 
الدالة).‎ Jle 4x = 0( × = 0 والمشتقة الثانية غير موجودة عند‎ 


إشارة المشتقة الثانية: 


ب Tir‏ بت 


- 2 + oo 


642 


ت )= 


نقطتا الانقلاب: )2,6/2 ,)0.0( 
(Y‏ نقاط التقاطع : 


x-——4x—0«»-—0 
y= O0 ما ك‎ 0 


إذن» نقاط التقاطع :(4,0-) , )0,0( 


Yl.‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


)٤‏ الرسم: 


y 
٩.4 x 2 |. Q612) 
2 
X 
0 
ان‎ -3 1 
9 y=x>}(x+4) 


(A, Yo) شكل‎ 


منال W)‏ ,^( 
4 
ارسم النحنی: f(x) 9 x?‏ 
الحل 


۱ المشتقة الأولى: ات 5 Lx‏ اه A^‏ 


QUAE, d 
5 3x 


العدد الحرج الوحيد 0 = x‏ (لاحظ أن 0= x‏ نقطة من Jle‏ الدالة). 


إشارة المشتقة الأولى: 


لاحظ آن:0 = f(0)‏ قيمة صغرى ile‏ للدالة. 
؟)المشتقة الثاسة: 5 f'(x)—-——x‏ 


إشارة المشتقة الثانية: 


E E‏ إشارة المشتقة الثانية 


/ ۰۷ f(0)-0 


۳) الرسم: 
لاحظ أن المنحني متناظر بالنسبة للمحور y‏ 
وآن (0,0) هي نقطة التقاطع الوحيدة مع 
حوري الا حدائیات. 


XX, 155 فک‎ 


Y MY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


نسمى النقطة 0 نقطة بروز للمنحنى لأن: 
lim f'G) =, lim f'a) =©‏ (يصح أن تكون النهاية عن يسار + وعن يمين م) 
x—Ü x—Ü0^‏ 


mn. (5)‏ الدوال المثلشية 
(A, EJ UL LA‏ 
y = f(x) = tan2x 1‏ 


الحا 
)١‏ من الملاحظ أن الدالة f‏ دالة دورية ودورها - « OM‏ 
:هه - )7 tanQx‏ = )7 + )2 هه - f (r+)‏ 


- f(x) 
وبتكرار هذا الجزء يمنة ويسرة نحصل على المنحني بأكمله.‎ C يكفي رسمها على الفترة‎ 
دالة الظل دالة فردية.‎ oY المنحني متناظر بالنسبة لنقطة الأصل‎ 


۲)من الملاحظ آن: 


مح (x Too» fo)‏ إذن: x-^‏ مستقیم مقارب. 


۱ سل 
UT‏ تساوی: f'(x) =2sec? 2x‏ 


إشارة المشعقة: 


BRI 
ب | حب‎ 


fx) 
I(x) —00 A op 


TT s رسم‎ 
از‎ 3۱ 8sec^ 2xtan2x المشتقة الثانية:‎ )5 
îr | 
f 'GQ) إشارة‎ » ME () 4s g 


4 
/ X 10-0 2 


. انقلاب للمنحنی‎ ikä أن )0,0( ھی‎ BN 


(o‏ نلاحظ أيضاً أن )0,0( هي نقطة التقاطع الوحيدة مع حوري الاحدائیات. 


5) الرسم: 


y-tan2x 


8 | حم 


.)۸, W) شكل‎ 


YS‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


مارین )3 ,^( 


أوجد المستقييات القاربة الأفقية والعمودية فيا يل: 


x-1‏ 4 ز 
2 
y q«‏ ( للبت دسب 
(x—-Lb(x +1) ۲ x‏ 
| 3 3 
y= 3 (1 — — (o‏ 
x^ +1 x(x — D(x^ + 5(‏ 
1 13 — عدم عد 
(V‏ سپس ار ae t‏ لدبي 
)9— جارك x-1 (x^‏ 
B _‏ € 
(N x 1 (4‏ 0 9 
x^ -2x x—l‏ 
2 
UE '—tan^x )١١‏ 
x —x‏ 
y —4‏ ۱ وج ورد 
y= (1۳‏ 1 —= 
X —‏ 2 + 
2 2 
ys —— (M 53 1 (Xo‏ 
x* 4]‏ 4 - 1 
ys —— (M ys—— ۷‏ 
x^ —-9 x^ + 4‏ 
yzcesex(Y* y=secx (V4‏ 
y-sec x (YY y=co x (YY‏ 
Ul.‏ 
(YY‏ رعق در jupe Sod‏ 
X‏ 


y=cotx (Y y -tanx (Yo 


Yio LL رسم‎ 

ارسم المنحنيات العرفة في التارین (۲۷) وحتى (۳۸) مبینا فترات التزايد والتناقص» القيم 

القصوی المحلية فترات التقعر والتحدب» نقط الانقلاب» التناظرات الممكنة. ci all E E‏ 
نقاط التقاطع إن آمکن: 


fœ - (x-2)x—-4) (YA تجرد زمار‎ -2:+-1 ۷ 
(د)]‎ - 27 - 6+1 )۰ /)(- +1 0 
fws- ۲ f Go = x(x +1) (| 
f(x =x“ -4x ۶ f(0) 2x*«a(QvrY 
fo)-3x* Ax? (CA fo)-x*-2x? (Yo 
۶ )( 235 -5x (Y'A f(0 تماد‎ -2d ۷ 


۳4( ارسم المنحنيات المعرفة في الت‌ارین: ۰۱۰۱۵۰۱۳۰۹۰۲ ۰۱۹۰۱۸۰۱۷ ۰۲۱۰۲۰ ۰۲۲ 
WEEE‏ 

ارسم المنحنيات المعرفة بالعادلات الاتية: 

f(x)-cosdx ۱ f(x) 5sin3x (f ° 

fQG)-tandx ۳ f) 2tan ! 2x (£Y 


ارسم المنحنيات المعرفة بالمعادلات الآتية: 


s 1 
f (x) — x? (£o foo) < x? + 3 )6 6 
fo) - 7 kx? (£V f Cx) us £z CEA 


T(x) = [sinx] ($4 f(x)^ i? - 5 + 6۱) ۸ 


رقن )2^9 


"Ew M 


APPLICATIONS 


)٩, Y)‏ معدلات التغير 


The rates of change 


لتكن f‏ دالة معرفة على الفترة المفتوحة: I = (a,b)‏ بالعادلة: 
y = f(x)‏ 
نعر ف متو سط التغير للدالة Axe (The average rate of change)‏ الوضع الابتدائي A(x, f(x))‏ 
وال وضع B(x + h, f(x + h))‏ بالشکل: 


) 1, + hel) 


/ 
اذا كانت خاية الکسر السابقة مو جودة عندما 0ج فاننا نسمی هذه النهاية بمعدل التغير 


x عند‎ Alla 
(A, I قال‎ 
تتحرك نقطة وفقا للمعادلة الز منبة:‎ 
)4,1١( مقدر بالثانية والمسافة بالقدم)‎ 94 JD 15-6 (^ 


(حيث t‏ يمثل الزمن والمتغير 5 يمثل المسافة المقطوعة ابتداء من بدء الحركة وخلال زمن 


قدره .(t‏ 
آوجد متوسط التغیر غذه الدالة بين الوضعین الوافقین 4= m fo‏ 1. ثم آوجد معدل 
التغير ٤‏ اللحظة 3 t=‏ 15225 بالقدم لكل ثانية (ft/sec)‏ 


TV 


۳۱۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ال 
متوسط التغیر يساوى: 


۳۹ 2 ۱ 
FT MEL ML NC OO NET g 
4-1 3 3 


(نسمي متوسط التغير هنا بالسرعة المتوسطة). معدل التغير في اللحظة 3 = t‏ (السرعة 
عند 3 -])) هو: 
96ft/ sec‏ = وى |32 = (5')3 . 


عثل المعادلة: 2 - 5 (ع تسارع CONT "WES‏ 


للعادلة الزمنية لحركة جسم biw‏ سقوطا حرّا وبدون سرعة بدء ابتداء من نقطة معينة 
وتمثل S‏ السافة المقطوعة ابتداء من بدء الحركة. لو عوضنا عن ع با يساوا لحصلنا على العادلة 
N MW‏ 


(4, Y) JL. 
بدأ المطر ينهمر على بحيرة سد فلاحظ الفني أن الماء يرتفع في بحيرة السد بانتظام وبمعدل‎ 
هطول المطر 2 متر والارتفاع‎ ibt كان ارتفاع الماء‎ DEAN تغير قدره 0.01 سم/ ثا (سرعة ارتفاع‎ 
السموح أن يبلغه الماء هو 11 متراء وإذا فرضنا أن المطر استمر في النزول خس ساعات وبنفس‎ 

المعدل» فهل يدق الفني جرس الإنذار منذرًا بالخطر؟ 


امحل 


—— Nes ۱ 
M CHI تحت ی‎ 


SUO 20000‏ _ 100 25 اء 
3600 36 4 


ادن لن duc‏ الغني لدق جرس الا نذار. 


eA 


التطةقات ۳۹۹ 


شال Y)‏ ,4( 
سلم طوله 10 أمتار ينزلق طرفه على أرض أفقية بمعدل تغير قدره 1 سم/ ثا. فيا معدل 
انزلاق طرفه الآخر على الحائط العمودي في اللحظة التي يبعد بها هذا الطرف عن الأرض مسافة 

قدرها 6 أمتار. 


۴ 


نفر ض Ol‏ 
OB << .|OA =x‏ 
حسب نظرية فیثاغورث: 
p. v) x? + y? 2100‏ 
نعلم أن معدل انزلاق A‏ هو: 
2-00 (متر لكل ثانية» (m/s‏ 


شکل 0 ,4( 


سياف معدل انزلاق B‏ 3( اللحظة الى یکون 3 ادج قق طرق العادلة 
i ; 7‏ 


Dm c بالئسبة للزمن‎ (4, Y) 


dx dy 
(4,Y) 2x— -2y— =0 
"E gii 


و عندما 6 = y‏ فان 8 X=‏ وذلك استنادا Js T) As JU‏ بالتعويض d‏ العادلة (۳ , ۵ )» 
E MS STVERRCOISWO1 908) 9: —0:J‏ 
dt 3 dt‏ 
تذوب كرة ثلجية محافظة على شكلها. فإذا كان معدل تناقص طول نصف قطرها يساوي 
5< فا معدل تناقص حجمها في اللحظة التى يكون طول نصف قطرها يساوي 1 . La‏ هو 
معدل تناقص مساحتها السطحية عند ذلك؟ 


۱ E M ug 
(The volume of sphere) حجم الكرة‎ = V= a7 


r)‏ طول نصف القطر). إذن: 


E = 4mm? / sec 2ج - یم‎ — ak یرد‎ dr 
dı dt 9 dt dt 
ومنه:‎ ٩ = 4 :(The Area of sphere) مساحة الکر‎ 
dS dr xd 
— < سب م87‎ —8n(3—--—zcm' [sec 
dt dt 9 


مسشال )4,6( 

انطلقت سيارة من النقطة A‏ شرقا بمعدل تغير قدره 60 كم/ ساء وانطلقت شمالاً من نفس 
النقطة وبنفس الوقت سيارة آخری بمعدل تغير قدره 80 كم/ سا. فا معدل التباعد بینه| بعد ساعة 
واحدة من نقطة انطلافه|؟ 


اللا 


بفرض أن موقع السيارة الأولى عند اللحظة ) يقع على بعد × من نقطة البدء ۸. وأن موقع 
السيارة الثانية يقع على بعد y‏ من النقطة ۰۸ وبفرض أن: «|CB|- z‏ فإن: 


(4. £) بر 2ج‎ + 2 
لنشتق الطرفین بالنسبة للزمن فنجد:‎ 
(4 5 o) E P 5 8X 
di dt dt 


بعد ساعة من نقطة انطلاقهاء فإن: 
y = 80 ix = 60‏ 


ومن العلاقة (4 (A,‏ نجد آن: 
ع. dy dx‏ 
4.22100 را ال 260 —.280-—, 
وبا d ^g‏ 


وبالتعویض ف العلافة (۵ (A,‏ تحد: شکل (۲ , .)٩‏ 


dz _ 6060) +8080) 


= — 100 
at 1 O0 


فمعدل التباعد يساوي 100 كم / s‏ 


YTY التطيقات‎ 


(NT) UL a 

فرق اخهد في دارة كهربية يساوي 100 فولت. إذا رمزنا لشدة التيار الكهربائي بالرمز 1 
مقدرة بالأمبير وللمقاومة بالرمز ۸ مقدرة بالاوم. فأوجد معدل تغير شدة التيار بالنسبة للمقاومة 
بوجه عام ثم أوجد هذا المعدل إذا كان: ۸=15. 


الحل 
العلاقة بين فرق الحهد وشدة التبار والمقاومة هي . 


; 0 

dI ro 
R - 15 Lte موعت‎ "UE aaa قالش‎ [1 3e معدل‎ al 
م‎ 2* IR R? v us J : ap é 


di | 100 4 


10 ——= لت 


dR :22 9 ۰‏ ۲ 
اذن: عندما 15 = OB cR‏ شدة التيار تتناقص بمعدل تغير قدره y‏ أمبير لكل آوم. 


)٩, ۷( مئال‎ 

يصب سائل liquid)‏ خروط دورانی (circular cone)‏ نصف قطر فاعدته پساوي 8cm‏ 
.(altitude)12 cmas Ls pls‏ ادا کان: 

معدل تغير حجم السائل النسکب يساوي Eom Is‏ فأوجد معدل ارتفاع السائل في الخروط في 
اللحظة التي يكون فيها ارتفاع السائل يساوي Sem‏ 


اسان 
نفرض أن طول نصف dé‏ روط 
السائل يساوي x‏ وآن ارتفاعه يساوي ch‏ عندئذ 
فان حجم مخروط السائل يساوي: 
V olm‏ )4,1( 


من تشابه المثلثين «ADB AEF‏ نجد: 


ارتفاع خروط السائل _ م„ o‏ طول نصف قطر خروط السائل 


ارتفاع المخروط " طول نصف قطر المخروط 


ومنه: ۸< =+ . بالتعويض ف العلاقة (1 , ٩)؛‏ نجد: 
d‏ ا 
27 3 
dh‏ در 4_ dV‏ 


dt 9 dt 
— 


—— (— — = — qhz25: لکن‎ 


dh | Am 4r 
ESS ۳ ا‎ aF 52 
dt 25 9 dt 


إذن: معدل تخیر ارتفاع السائل هو : cm/sec‏ -" 


(NA OL 
صفيحة معدنية مستطيلة الشكل تتمدد تحت تأثر الحرارة محافظة على شكلها. إذا كان معدل تغير‎ 
طوفا يساوي 0.01سم/ ثاء ومعدل تغير عرضها يساوي 0.02سم/ ثا. فيا معدل تغير مساحتها في‎ 

اللحظة التي يكون طوضا يساوي 40 سم وعرضها يساوي 30سم. 


ال 
مسا حة الصفيحة: S$ = xy‏ )4,۷( 
حيث ۷ ,× بعدا الصفيحة «Udo x)‏ رعرضها). 
من (۷ , 4) وبالاشتقاق بالنسبة للزمن» نجد: 
ls dx dy‏ 
a A , P eii‏ كم ۹,۸ 
dt d di‏ ) ( 
ب dy dx‏ 
M‏ 0.01 = کک 0.02 = -52— 30«x240«‏ 
لكن S‏ و ا ی 
بالتعريض في A)‏ ,4( نجد: (40)0.02+(0.01)30 = Z‏ 


» — 0.30-- 0.80 — 1.1cm? /sec إذن:‎ 


FIT التطيقات‎ 


ال 0« 4 ) 

نقطة مضيئة ۸ تقع آمام iade‏ محدبة das y(convex lens)‏ عنها بقدر «سمء فإذا كانت © 
صورة ۸ تبعد عن العدسة لإسم وكانت النقطة وصورتها تقعان على المحور الأساسي للعدسة كا هو 
موضح في الشکل: 
۱ اکتب العلاقة بين y «x‏ ونصف قطر العدست. 
(CY‏ آوجد معدل تغير y‏ بالنسبة للمتغیر × 
(Y‏ ذا کان:20 :۰ ۲-4 فأوجد هذا العدل. 


[EB] = |BD]=r‏ نصف قطر العدسة 


شکل .4,5( 


X, العلاقة بين , لا‎ (A 
(4,4) P 


(4, V9) — =- ومنه:‎ 


(Y‏ با أن:20 ۳4۰ فإن: 


"—- ] 1 1 5-1 4 
(4,4) (استنادا للعلاقة‎ —a2—-—2——2——yz5 
UO a MEMORAT ) U 4 20 90 20 ۳ 


YY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


بالتعویض ف العادلة (۱۰ ر4 نجد: 
dy © — I‏ 
dx (4x5) 16‏ 


z i : 1 ۳۳ 1 T 
X للمتغير‎ Lem قدره‎ Jul 5 لكل‎ ign يتناقص بمعدل تغير قدره‎ y إذن‎ 


(e, ١ :( مثال‎ 
: (circle) على محيط الدائرة‎ j تبح‎ ihi 
(53.11) x? + y? -2x-2y 23 


أوجد العلاقة بين E‏ و © (مركبتي متجه سرعة النقطة st (o y)‏ تحر کها عل le‏ 


الدائرة» إذا كان: 
dy‏ 


dt 


4 عند النقطة (1-, 


— = 2cm از‎ sec 
dt 


ال 
لنشتق طرفي العادلة (۱۱ CA,‏ بالنسبة للزمن: 
Hy‏ كه ور oe EY‏ تاو 


di ^ dt at dt 
ی‎ Zapa Ray 
dt 


و متك . 


بالتعویض ف المساواة (۱۲ ,4( نجد: 
(0+1 2 - (2)0-1 


ھی متجه لبد عة باتجاه الحور ۲ عند النقطة (1-,0). 


= —lem/sec : و منه‎ 
dt 


لو آردنا (جاد قيمة متحه السرطة (الس عة العددية) عند هذه النقطة لو جدنا: 
dy — J4QY + (02 = JSem/sec‏ + ۵ = ۳ (السرعة العددیة) 


YYo التطقات‎ 


شكل )4,0( 


a 
للمعادلة الزمنية:‎ 


s(t) - "م‎ -i 4t 
أوجد سرعة النقطة عند:‎ CD 


شكل 4,0( 
[ )۰ 2 دغ 
(ب) التسارع (acceleration)‏ (العجلة) في اللحظة 0 t=‏ والمسافة المقطوعة عند ذلك مقدرة 
بالسنتيمتر لكل ثانية. 
ال 
JIC)‏ عة (معدل التغیر): 


PIU - 3 1 t= leli) 
=3—2+1=2cm/s 

(۲)عند 2 -<: 971/5 < 1 + 4 - 7=( A‏ 
(ب)التسارع (معدل التغير للسرعة) 


2 
as 

27 <- 6 - 2 ۱ = 2 ۰ - 0 عند‎ 
dt =0 


YYA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


تتناقص السرعة بمععد تغير قدره 207/562 )2 سم في الثانية لكل ثانية 
Cas f 2)‏ المسافة المقطوعة عند ذلك هى: 0(=0)ء أي أن المتحرك عند نقطة 
säd‏ 


(A, VY) يقال‎ 

تقذف قذيفة (projectile)‏ رات إلى أعل بسر عة بدء قدرها 

fusec‏ 160 وتتحرك تحت تأثير الجاذبية الأرضية فقط. نعلم أن معادلة قذيفة تخضع لنفس 
الشروط هي من الشکل: 

1 
s) — ۷/7 — 2 et^? 

حيث ع تسارع الحاذبية الأرضية» 70 سرعة البدء SCE)‏ المسافة المقطوعة عند الزمن t‏ معادلة 

القذيفة هنا هى من الشكل: 
s(f) 21601 —161^‏ 
أوجد: 


Ax... (the maximum altitude) مو ضع‎ Je ١ 


۲)متی تعود النقطة إلى موضعها الأصلى ؟وما سرعتها العددية عند 5 
ذلك ؟(السرعة العددية (v2 A‏ ^ 
at‏ 
s(t)‏ 
سل ۱۱ 
nae. Tol aiU AEN Y‏ اا = 
E php gere ss‏ 
n2 (5  r00. 306-0‏ 0 شكل V)‏ ,5 
dt‏ 32 
أي بعد 5 ثوان. التسارع عند ذلك يساوي: 32- - 9 وهذا مقدار دابت دو Us‏ ويساوي 
aa‏ 


CT‏ المطلقة تسارع الحاذبية الأرضية. P‏ مثل هده äs Al‏ بالحركة المتغيرة بانتظام (التسارع 
مقدار ثابت). آما السافة فتساوی: 


s(5) = 160(5) — 16(5)2— 800 — 400 = 400 ft 


YYv التطبیقات‎ 


(Y‏ تعود النقطة إلى موضعها الأصلى عندما: 
s(f)—160r —16 t =0 =>‏ 
t (160—16 1) =0‏ 
هناك احتالان: ما 0 = وهذا زمن بدء الشركة أو 10sec‏ = م Doy‏ من عودة 
النقطه إلى مو ضعها الااصل. من LWI‏ أن زمن صعود القذيفة يساوي 5 وان وزمن الوط هو 
ایضا 5 وان. 
سرعتها عند عودتبا: Li c Tag- 160—32(10) = -160fr/sec‏ السرعة العددية فهی : 
at‏ 2 
ET 0) - 6‏ 
dt‏ 


الحركة التوافقية والدائرية النتظمة 

تتحرك نقطة B‏ على دائرة طول 
نصف قطرها a‏ وتقطع أقواسًا أطواها 
متساوية خلال آزمنة متساوية (حركة 
دائرية منتظمة). فإذا كانت السرعة الزاوية X‏ 
تساوي ه (مقدار ثابت)» فان الزاوية 


المقطوعة e| Al‏ من ed‏ احرکة A‏ تساوی: 


شكل (4,8). 


E ات‎ à; 4150) (co < 0(© = cot 
LA B مع المحور فإن |حدائيي النقطة المتحركة‎ p يصنع زاوية ثابتة قدرها‎ OA فإذا كان‎ 
E عل‎ 
(4. YT) x-—acos(0 + زم‎ = acostat + q) 
(A YE) y —asin(Ó + o) = asin(et + qp) 
على الحور × وفقا للمعادلة (۱۳ ,4( نسمي هذه الحركة العرفة‎ B مسقط‎ C تتحرك النقطة‎ 
هذه المعادلة بالحركة التوافقية البسيطة.‎ 
وفقا للمعادلة (4,15). نسمى هذه الحركة‎ y على الحور‎ B مسقط‎ D كا تتحرك النقطة‎ 


واللعرقتة:وفقا هذه العادلة با ك ىة التوافقية الس اة آیضا. 6 ك التوافقية السيطة 
(simple harmonic motion)‏ هی حر åS‏ نقطة عل مستتیم وفقا للمعادلة )٩,۱۳(‏ أو المعادلة 


را 
Ul‏ حركة النقطة B‏ على الدائرة وفقا للمعادلتین a (4, ١4( (4, Y)‏ فتسمی با طر iS‏ 
الدائرية النتظمة. 


مفثال(7١.4)‏ 
تتحرك نقطة B‏ على مستقيم وفقا للمعادلة التالية: 


x = acos(eat + 0) = 3cosC 1) 


آوجد سعة ار كة ca‏ السرغة الزاوية co‏ دور الحركة Z‏ »ترد الحركة ك السرعة 
والتسارع في اللحظة t‏ مقدرًا بالسنتيمتر لكل ثانية. العلاقة بين التسارع والمسافة المقطوعة. ثم أعط 
وصفا تاشت ار AS‏ 


J 
(0 سعة الحركة: 3 سم (أبعد مسافة تبلغها النقطة بعيدة عن موضع توازها‎ 


السرعة الزاوية: > » دور الحركة 0 - حك تردد الحركة: 2 دورة. 


[sc 
i 
v=0 


—t = E = 1ج7ر‎ = 6,۷ = 0 


— JT 


| 3 

اح ] 3[ 

| aw. 2 
۳ 


TTA التطيقتات‎ 


۱ - asint) السرعة تساوى:‎ 
۱ d*x m mc 
y(t) =v = p - era Pec التسارع يساوى:‎ 
d x 5 
. والتسارع ھی‎ X العللاقة بن‎ 


Æ A د‎ 
سس )۰ات(‎ cos— t = ر“‎ 
y(t) ru SMS X 


هناك من يعرف الحركة التوافقية بأنها حر كة نقطة على مستقيم تتحرك بحيث يكون: 
y(t) 2 —^ x‏ )10 ,4( 


(EE المسافة المقطوعة ابتداء من بدء الحركة؛ 760 تسارع الحركة ويساوي‎ x) 
di ” 


وصف الحر كة 

تتحرك النقطة B‏ على خط الأعداد من الموضع ۸ عند بدء الزمن(0 (t=‏ وبسرعة تساوي 

X n pn . : : 55 ۱ 

الصفر )0 = (v‏ متجهة نحو 0 بسر ie‏ عددیة متزایدة» لتصل هذه النقطة في اللحظة اس سويت بیج 
السر عة(لععمء)العددية أقصاها: 7۲ > |۷]. 

تتحرك النقطة من 0 يسارًا وبسرعة عددية متناقصة لتصل الموضع C‏ (أبعد موضع يمكن أن 
تصله يسادًا) لتصبح سرعتها 0 = v‏ عند الزمن 3 = ) حيث 3- = . تتابع النقه لنقطة حركتها مغيرة 

9 

جهة ار كة سر عة عددية متزايدة ومتجهة نحو 0 J‏ عند د1 ولشل ء تها العددية 
جهة الحركة بسرعة عددية متزايدة ومتجهة نحو 0 لتصلها عند 1-7 ولتبلغ سرعتها العددية 
قيمتها العظمى x‏ = |. تتابع النقطة حركتها بنفس الجهة بسرعة عددية متناقصة لتبلغ 
الوضع A‏ (نقطة البداية) وبسرعة مقدارها 0 = v‏ في اللحظة 6 = t‏ وهكذا نجد أن الزمسن 
اللازم للانطلاق من نقطة البدء A‏ والعودة |4 secu 6 glomm‏ 6 وهو الزمن الدوری(۵:00). 
Lal‏ تردد (1۲000600)ا رکه فهو عدد الدورات المنحزة في الثانية وهنا يساوي ذووة: Lel‏ 
السعة(ء1010امدة)فهو أبعد مسافة يمكن أن تبلغها النقطة B‏ وتدركها عندما تكون في ۸ أو © وهی 
تساوي em‏ 3. 


(459))الآاسلية 
The Optimization‏ 
يتم الرياضيون والاقتصاديون والعاملون في الصناعة بإيجاد القيم العظمى والصغرى 
المطلقة للدوال. فالاقتصادي ينشد في عمله إيجاد أقصى ربح ممكن ورجل الصناعة مثلا يريد صناعة 


vv.‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


علبة من الورق المقوى من قطعة محددة من الورق بأكبر حجم ممكن أو مد أنابيب من البترول من 
موضع إلى آخر بأقل تكلفة مكنة. والرياضي يبحث عند وضع نموذج رياضي معين مكون من la‏ 

تتبع عددًا من المتغيرات عن القيم القصوى هذه الدالة. فيا يلي سنقدم أمثلة موضحة لذلك 
وسنسمي القيم التي نحصل عليها بالقيم المثلى ونسمي هذا الوضوع بموضوع الأمثلية. 


(AE) dL 

في معمل لصناعة علب من الورق المقوى يبتم العاملون بصناعة علبة (من الورق المقوى) 
بدون غطاء من قطعة مربعة الشكل طول ضلعها cm‏ ۰12 وذلك بقص آربعة مربعات متطابقة 
(identical squares)‏ من أركانبا الاريعة ثم ve‏ کا هو موضح بالشكل. ما هي أبعاد العلية 
للحصول على أكبر حجم ممكن U‏ 


PZ 
| DN T 


القاعدة للعلبة بعد قص المربعات المربعة 
هي مربع طول ضلعه 2x‏ - 12 فمساحة 
القاعدة: ?)22 —12( 

وارتماع العلية هو × فحجم العلية 
(بدون غطاء) هو: 


V = 12-2“ 
62x20 علا آن:‎ 

i |‏ شکل )4,4( 
نريد إيجاد القيم الأمثلية للدالة "yes‏ 
المتصلة V‏ على الفترة [0,6]. 
لذا نحسب المشتقة. فنجد: T -(12- 2x) -4x )12- 2x)‏ 

x 
- (12 —2x Y12—2x —4x ) 2 12-2x (012 — 6x) 

والمشتقة تساوی الصفر عندما: 6 = × أو 2 = x‏ والعددان ينتميان للفترة ]0,6[ 


لا Jue‏ القيم (Optimal values) | JI‏ : 
)١‏ نبحث عن قیمتی الدالة ۷ عند العددين اخرجین 6 = × ,2 = × » فنجد: 


TY التطبيقات‎ 


V(6) 20.V(2) 2 2012- 4)? = 2(8)? = 12 “وبري‎ 


۲ نبحث عن قيمتى الدالة عند طرفي الفترة ]6 ,0]» فنجد: 
V(0) = V(6) - 0 l‏ 
إذن القيمة العظمى للدالة ۷ (القيمة C LE‏ هي 128 ونحصل عليها عندما 2 = x‏ وأبعاد 
العلية عند ذلك هى: 
۱ 8,2 ,8 


تسقط آشعة الشمس عموديًا على نافذة مستطيلة الشکل محیطها ثابت ويساوي 200 سم. 
آوجد آبعاد النافذة الصممة من قبل مهندس معماري والتي تسمح بوصول آکبر کمية من الضوء. 


Jt 
(نصف‎ (100 — x) سم فيكون البعد الآخر مساويًا:‎ x لنفرض أن أحد بعدي النافذة يساوي‎ 
البعدین).‎ Ass المحيط‎ 
فمساحة المستطيل هى:‎ 
S = x(100— x) = 100: - x? 
(100 (مجموع البعدين يساوي‎ 1002 x < 0 حيث:‎ 


لإيجاد القيم المثلى: 
۱)نحسب المشتقة» فنجذ: 2x‏ -100- '$ 
الأعداد الحرجة: 22-0 —100-«250 x‏ 
قيمة الدالة عند 50 = S(50) = 50(50) = 2500:x‏ 
قيمتا الدالة عند طرفي الفترة [100 ,0]: 
S(0) 2 S(100) 20‏ (وهنا متساويان) 

اذن. القيمة EL‏ للمساحة: 2500 2 S(50)‏ ويوافقها 50 = x‏ 

والبعد الثاني يساوي 50 أيضا. فالشكل الذي يسمح بوصول أكبر كمية من الضوء هو مربع. 


TYY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(4, VO JL 
أنبوب على شكل أسطوانة دائرية قائمة يجري فيه الماء. يريد مهندس زراعي تثبيت مصفاة‎ 
مستطيلة الشكل على فتحة هذا الأنبوب وبحيث تغلق بقية الفتحة. أوجد آبعاد المصفاة والتی تجعل‎ 

مساحتها أعظم ما يمكن. 


ال 

نفرض أن طول نصف قطر فتحة 
الأنبوب يساوي ol, a‏ قياس الزاوية ACB‏ 
يساوي cat‏ ]03 بعدا الستطیل: 

AB = 2asina|BC - ۵ 

فمساحة الصفيحة: 


)4,١5( S -4a^ sina cosa = 2a? sin2a 


JA NA. ea (sin2a = 2sina cosa) 


a) 2-2 20‏ زاوية حادة في المثلث ABC‏ القائم الزاوية) 
لإيجاد القیم القصوی للمقدار «S‏ نشتق فنجد: 


LONE m 
da ۳ 
E مت ی‎ (۱ aR جذور المشتقة:‎ 
4 2 da 
"NP" 
10.7 وهو العدد الحرج الوحيد على الفترة‎ 
عند طرف الفترة:‎ (4, VO قيمتا الدالة‎ 
5)0( -0,5)2(-0 


وقيمة الدالة عند = » هي: 242 - گنه 262 - ()؟ 
ادن : 50-7 هى القيمة العظمى للدالة. 

۱ —— wv" E Le 
|AB| = 2asina or ck 3 تب وب‎ per 
[Bq - 2acosa = 2acosZ = 247) = 2 
من الواضح أن البعدين متساويان والشكل يصبح مربعًا.‎ 


Y LÁ A 


مئال (۱۷ ,4( 
Tom‏ على شکا ۱ أسطوانة دائرية (circular cylinder)‏ قائمة. فا هی أبعاد العلبة (طول نصف قطر 


قاعدتها وطول ارتفاعها) والتى تجعل مساحة العدن المستخدم أصغر ما يمكن re m)‏ 


الحل 


ان 
zo 8589 _‏ 16 
العلية: au y2——‏ کے ۷ 
حجم العل V) y 2i agii yr.‏ ,4( 
7 
الساخة اطانية A d‏ 
2nx y‏ = محيط القاعدة * الارتفاع 
مثلا مساحة القاعدة: “272 


المساحة الكلية للعلية: 2zx^ + 2zxy.‏ = و 
كليو جرم 

ACA, 1) X ib foy خرن‎ caedi) 

من الملاحظ آن: x»0‏ < مه 

Sue y‏ القيمة الصغرى (المطلقة) للدالة: 


(4, Y) شکل‎ 


e2x(x3 4. 15‏ و 
x‏ 
iere‏ عن العدد الحرج» فلحد: 
s S‏ 
2-9 رکا مہ _ dS‏ 
ax x^ X^‏ 
i-a 8-065 aa,‏ 
dx‏ 


2422) 52$ dus 
5(2) = 2z(4-5)- س‎ = Eem? : oU وبالتالی‎ 


وبملاحظة أن S‏ متصلة على الفترة oc)‏ ,0( 


lim S(x) = lim 5(x) = وأن: م‎ 
x0 gegen 


فان : S(2) I‏ هی القيمة الصغرى للدالة. 


فطول نصف قطر القاعدة هو: x 2 em‏ وارتفاع الأسطوانة يساوي: 
16 


y=— = dcm 
4 


YYf‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(A MULA 
إذا كان علد الوحدات المنتجة من الالات الحاسبة والطلوبة فى إحدى‎ 
حدة ي اليوم. وکانت ت : تكلفةإنتاج هذا العدد هی:‎ 3X الشن کات هحصو‎ 


c(x) 2 400+ 5x + 0.0 1“‏ 
فإذا كان سعر مبيع الوحدة هو 50 ريالاء فأو جد: 
e ala C!‏ لعدد × من الو حدات. 
CY‏ دالة الر (profit function)es,‏ . 


۳ الإنتاج اليومي الموافق لأقصى ربح ممكن والربح الأعظمي في اليوم. 


سل 
C‏ دالة المبيع تعرف بالشکل:*50 = V‏ 


(4, YA) R = 50x - c(x) دالة الربح تعطى بالصورة:‎ CY 
= 50x -400- 5x - 0.0 1x? 
- 45x —400- 0.0 1x7 


“الإيجاه الانتاج اليومي الوافق لأقضى ريح ممكن: نشتق العلاقة 
YA)‏ ,4( فنحد؛: 


dR —45—0.02x 
d 


اه 
والدالة المعطاة في YA)‏ ,8( والتي هي من الدرجة الثانية في × تقبل قيمة عظمى مطلقة 
اون کے 
ax‏ 
ai‏ د و حلدة 


2 
10 


D 


R(2250) = 45(2250) — 400 — 0.01 (5062500) 
= 101250 — 400 — 50625 
= 50225 


YYo التضيقات‎ 


ال (s‏ 
إذا كان عدد الوحدات المنتجة والمطلوبة من سلعة معينة في إحدى المدن هو q‏ وحدة. وإذا 
كان سعر مبيع الوحدة الواحدة بدلالة عدد الوحدات ولنرمز له بالرمز م معطى بالعلاقة: 
و5 - 1000 - م (دالة الطلب على السلعة) 
وإذا كانت التكلفة الكلية لونتاج هذه الو حدات هو: 
c= 300g + 0‏ (مقدرة (JU JU‏ 
فاه ides‏ 
١‏ )معدل تغير م بالنسبة إلى © مفسم | ما يعنيه ذلك. 
۲)عدد الو حدات JE‏ اجب انتاجها والطلوبة لتحقيق آقصی ربح کر 
۳)سعر الوحدة الوافقة لأقصى quo‏ 


dp E 

— < 9 : ال هو‎ o Aat 

)معدل dq T‏ 
و هو مقدار LSU‏ و معنی د لاف 


أنه إذا زاد الطلب على هذه السلعة بوحدة واحدة نقص سعر الو حدة الواحدة 5 ریالات. 
؟)ثمن مبیع q‏ و حدة: 

سعر الو حدة X‏ عدد الو حدات = pq‏ = و(ني5- 1000( = ?54 — ۱0000 

دالة الربح الموافق (ثمن البیع. التكلفة الکلیة) هي: 


R = pq- c = 1000q- 5q? - c = 10000 - 50-3000 - 0 
R = 700q - 5q?— 13000 


وهذه دالة من الدرجة الثانية في وويوافقها قيمة عظمى مطلقة .)0 >10- = "۸) للربح. 
لااد هذه القيمة نشتق CR‏ فنجد: 
R' - 7000-160‏ 
ومنه: 0 ح ER‏ 70 - و 


والقيمة العظمى للربح هي:49000-24500-13000 = R(70)‏ 
0 - 
وسعر الوحدة بالريال:1000-350-650- p‏ 


YYA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(A Y ال(‎ 


آوجد دالة البعد d‏ بين النقطة (2 ,8)1 والنقطة A(x, y)‏ من الستقیم: 
[ + 2 < ۷ 
ثم آوجد النقطة A‏ من هذا الستقیم والتی من آجلها یکون d(A, B)‏ أصغريا. 


سل 


zq Hl 


لامجاد القيمة الصغرى oih‏ الدالة: 
۱) نحسب الشتقة فنجد: 
0x — 6‏ 1 5-9 


E وی‎ 


والعدد الحرج هو: xe‏ (جذر المشتقة) 


- 


(لاحظ أن المقدار 5x ^-6x42‏ موجب 
دوما oy‏ کر ۵ مقدار سالب). 
بها أن z‏ متصلة على الفترة )20,00—( 


lim z=% وات:‎ 
x+% 


Ol s‏ قيمة المقدار 7 عند: r=‏ هی: 


5 IL | NET 
(—,—) : المو افقة هی‎ A النقطة‎ 
c لوافقة هي: ( ع‎ 3 


TY 


۹ 1 | 
لاحظ أن ها 68 هو اكد 
N‏ ن مب z B‏ 


وميل المستقيم هو:2 
هذا يعني أن CB‏ عمودي على المستقيم وأن C‏ مسقط B‏ على المستقيم. الطالب يعلم هذه 


u 
نيا‎ 


الحقيقة بشكل هندسي وقد أثبتناها الآن بشكل تحليل. 


[d A dL E 
من نقاط نصف عيط الدائرة‎ Alx, y) بين النقطة )3 ,8)4 والنقطة‎ d حدد دالة البعد‎ 
(4,19) 


irr 


حدد النقطة A‏ بحيث يكون d(A, B)‏ آصغریا» شكل (۱۹ ,4( 


DES 


d(A,B) = J(x -A4 + (y -3 


x^ + y^ -8x-6y 4-25 


—44—8x—6y4-252429-8x—06y 


(استنادا للعلاقة )14 ,4(( 


والنقطة A‏ على نصف الدائرة والتي تجعل 
d(A,B)‏ أصغريا هي نفسها AI‏ تجعل مربع هذا شكل .)٩,۱۳(‏ 
البعد أصغريًا لأن: 20 d(A,B)‏ . 


22x2-2 ج حيث‎ = )4) 4, B))? = 29-8 - 6/4 - × 


بحسب المشتقة» فنحد: 


سم )€ 5.3( 


Eg =0 TOU وبالتال»‎ 


x?)‏ -16)4= “روح (16)4= 25×7 ومنه ±= والقیول حسب 
)٩, ۲۰(‏ هو: à‏ 

)5.22.0 ان لجال الدالة). فالأعداد الحرجة هي . ,2,2 pem‏ 
لامجاد القيمة الصغرى للمقدار :z‏ 


NEU نبحث عن قيم 2 عند الأعداد الحرجة.‎ )١ 
z(-2) > 29 + 16 45 , z(2)2 29-16 - 3 


=× . من جهة أخرى فان المشتقة غير موجودة عند 0-2-2 2 = »× 


zi = jja وح‎ E ش‎ = jaa =29- 20=9 
3 5 25 5 2 


فالقيمة الصفری هي : 9- )22 3- 9 = dA B)‏ 
والنقطة A‏ الموافقة (e‏ وهي تقع على المستقيم 08. والطالب يعلم هذه الحقيقة 


(4, Ta 
طول‎ i$ الخروط الدوراني القائم الذي حجمه أعظميًا والموجود داخل‎ pobe حدد‎ 
(العناصر: طول نصف قطر قاعدة المخروط» طول ارتفاعه).‎ .r نصف قطرها‎ 


ال 
حجم المخروط - la v‏ قم ام > HTD‏ 
نفرض أن: «|AB =x‏ « -إ2ها 
وبالتای فإن: |AC| = 2r - y‏ 
من الملاحظ أن DBC‏ مثلث قائم الزاوية في B‏ 
وأن: 0 TT ÊDA = ÁBC-‏ 


التطيقات 


TY A 
وبالتالي فان:‎ 
“بر‎ €x 5 
tan BDA = — 
(4, YY) ۳۹ i 
۱۹۳9 et 
X 
ادن حسب ا اا قال:‎ 
2۲ 2r— y 
y x 
(4, Y£) x^ = yQr- y) ومنه:‎ 


(أو من تشابه المثلثين CAB «ABD‏ نجد نفس النتيجة). 
حجم المخروط يساوي: 
V = — zx? Qr y)‏ (استفادة من .))٩,۲۱(‏ 
(2r 2 ۷ < )((‏ 
وحسب (۲۶ ,4( فان: وو سا 


3^ 
لنشتق بالنسبة للمتغير cy‏ فنجد: 


dV 1 ۱ | | 
— z= zlar = y)“ —-2y(2r— y)] 


dy 
- alr- yX2r -3y) 
TE eie T الأعداد الحرجة لدالة الحجم هي:‎ 
VQr) = 0, V(0) = هما:0‎ [0, 2r] عند طرفي الفترة‎ ez قيمتا دالة‎ 


EEE 2r dn. E”‏ 7ه ر 
8l‏ 
ی S ei 4 A ۱ E l | iuge E E AT.‏ 
ادن: dir‏ فيمة عظمى لدالة الحجم. عناصر المخروط: الارتفاع يساوي i^‏ طول نصف 
Jas‏ القاعدة - He‏ 


Yé‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


ارو 

0.03 إذا كان معدل تغير طول مستطيل يساوي 1 سم/ ثا ومعدل تغير عرضه يساوي‎ )١ 
سم/ ثاء فأوجد معدل تغير طول قطره ثم معدل تخیر مساحته في اللحظة التي يساوي طوله‎ 
سم وعرضه 8 سم.‎ 10 

(Y‏ آوجد أكبر مساحة لمستطيل محيطه ثابت ويساوي 90 سم. 

(Y‏ إذا كان معدل تغير طول ضلع مكعب يساوي 2 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير حجمه في اللحظة 
التي يساوي طول ضلعه 40 سم. 

(٤‏ أوجد أكبر مساحة مثلث قائم طول قطره ثابت ويساوي 20 سم. 

٥‏ نقطة تتحرك على المنحني المعرف بالمعادلة: 

x^y y?x + xy 23‏ 
ذا کان معدل تقر X‏ يساوي =2 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير y‏ في اللحظة التي تكون فيها 
النقطة عند الموضع (1,1). 

3( أوجد أكبر مساحة مثلث قائم تبعد إحدى نقاط وتره عن ضلعيه القائمين: 4 سم» 3 سم 
على الترتيب. 

(V‏ أوجد أكبر مساحة مثلث قائم مجموع طولي ضلعيه القائمين يساوي 80 قدما. 

(A‏ إذا كان معدل تغير طول نصف قطر قاعدة أسطوانة دائرية قائمة يساوي 0.001 سم/ ثاء 
ومعدل تغير طول ارتفاعها يساوي 0.02 سم/ ثاء فأوجد معدل تغير حجمها ومساحتها 
الجانبية في اللحظة التي يكون فيها طول نصف قطر قاعدتها مساويًا 5 سم وطول ارتفاعها 
مساویا 10سم. 

(A‏ يصب سائل في خزان أسطواني الشكل طول نصف قطر قاعدته 2 متر بمعدل تخر 
قدره 2 سم ۲/ ثا. آوجد معدل تغير ارتفاع السائل في كل حظة. 

۰) إذا كان معدل تغیر طول ضلع معين يساوي 2 سم/ ثا وکانت إحدى زوایاه تساوي ^60« 
فأوجد معدل تغیر مساحته في اللحظة التي یکون فیها طول ضلعه مساویا 15 سم بفرض أنه 
محافظ على شکله. 


00 


(NY 


(VÉ 


(Vo 


(1٦ 


(AV 


(VA 


التطقات ۱:۱ 


کا هو موضح في الشكل. إذا كان طول 
aht‏ يساوي 44 م فأوجد بعدي 
المستطيل إذا كانت مساحته أعظم ما 
یمکن. شكل (۱۵ .)٩,‏ 


أوجد آکبر مساحة مستطیل أضلاعه توازي حوري الاحدائیات وموجود داخل قطع ناقص 


€ 3 
QA ase معادلته:‎ 
25 تا‎ 


سم بمعدل تغير قدره 0.2سم۳/ ثاء ويتسرب السائل من فتحة القمع السفلي بمعدل تخیر 
قدره 0.01سم / ثا. آو جد معدل ارتفاع السائل في القمع في اللحظة التي يكون فيها ارتفاع 
خروط السائل مساویا 6 سم. 

آوجد آبعاد روط دائري قائم موجود داخل كرة طول نصف قطرها 15سم بحیث یکون 
حجمه أعظم ما یمکن. 

أوجد آبعاد آسطوانة دائرية قائمة موجودة داخل كرة طول نصف قطرها 20سم بحیث يكون 
حجمها أعظم ما یمکن. 

يراد صنع مستودع ماء من قطعة معدنية مستطيلة الشکل بعداها 3 مترء 4متر على شکل 
متوازی الستطیلات وذلك بقص أربعة مربعات متطابقة من زوایاها ثم ثني الجزء الباقي. 
آوجد آبعاد الستودع لكي یکون حجمه أعظم ما یمکن. 

إذا كانت © التكلفة اللازمة لصنع سلك کهربائی مساحة مقطعه ‏ » معرفة بالعادلة: 
ووو di‏ 

سروس آلا سقط الك لک رن ua As y RS‏ ار ما يقن 

ينفخ منطاد كروي الشكل بغاز الهليوم بمعدل تغير قدره 0.02سم ۲/ ثا. أوجد معدل تغير 
طول قطره في اللحظة التي يكون طول نصف قطره مساويا 120 سم. 


TEY 


(۱۹ 


(Y: 


CY 


(YY 


(YY 


(۲ ٤ 


C يراد انشاژها بين القرية‎ D كهربائية‎ ibe 

والموقع .B‏ حدد موضع المحطة بحيث 3 
تكون تكلفة تعبيد الطريق ADC‏ أصغر ما كم 
يمكن علا أن كلفة تعبيد الکیلومتر الواحد n‏ 
بين القرية A‏ والمحطة D‏ يساوي 10000 E D B‏ 
ريال» وكلفة تعبيد الكيلومتر بين المحطة D‏ و ورکم سے 


الق 45 asa C‏ > 5000و نا 
انعر wes‏ = شكل (A, v0‏ 


عدد JI‏ حدات النتجة والطلوبه من سلعة تعطی بدلا له سعر بيع الو حدة الو احدة بالعادلة: 
p = 500 -0.1g‏ 
حيث ‏ عدد الو حدات المنتجةء م سعر الوحدة. 


ادا كانت التکلفة dz‏ م وحدة هي: 


c = 4009 + 1000 

آوجد: عدد الوحدات النتجة الوافقة لتحقیق أقصی ربح» سعر الوحدة النتجة التكلفة 
الکلیف الریح الناتح. 

X — 2 sin 2t 
العلاقة بين السرعة والتسارع» ثم صف هذه الحركة.‎ ct أوجد: سر عة النقطة وتسارعها في اللحظة‎ 
برهن أن مجموع اخرکتین:‎ 

X; = 1۷7 

Xa = 3cost 


هو حر كة توافقية. حدد دور ار AS‏ النانجة وسعتها والسرعة الزاوية. 
قذفنا جسسًا نحو الأعلى بسرعة بدء قدرها 320قدم/ ثا. اكتب معادلة الحركة إذا علمت أن 
الجسم يخضع لتأثير الجاذبية الأرضية فقط وآن نقطة البدء هي مبداً الإحداثيات. آوجد سرعة 
النقطة في اللحظة 5 = » ثم أعلى موضع تبلغه القذيفة وزمن اصطدامها في الأرض. 
ترك نقطة وفقّا للمعادلة الزمنیة: 
S = + +1‏ (السافة مقدرة بالتر والزمن بالثانية) 
(D‏ لد سر عة النقطة في اللحظة „t= 1566, t = 5 sect‏ 
)2 ( آوجد التسارع في اللحظتین sec «t = 3 sec‏ با 


P9) AD) 


الدوال الأسبة واللو غار يتمية - التكامل 
THE EXPONENTIAL AND LOGARI THMIC FUNCTIONS-‏ 
THE INTEGRAL‏ 
(۱ و ٠١‏ ) الدوال الأسية واللوغاريتمية 
The Logarithmic and Exponential Functions‏ 
نعلم من دراستنا d‏ الر حلة ci pill‏ أنه ادا كان a, b‏ عددين حقيقيين موجین» وكات m, n‏ 


a uen ( ١ 
unm jq. n (Y 


( |a 5 Y) (a™)" EP (Y 


"m 
ci 


cl. m m 
; an 
(ab)" - ان‎ p" (o 


g^ -aaa.a (۱‏ (2عدد طبيعى) 
mm‏ سس T‏ 
P‏ مرة 
aU = 1 (Y‏ 


ee qv‏ و 
5 1( عدد صحيح 


1 

P) (a^) = a (٤‏ عدد صحيح لا يساوي الصفر) 
a‏ 1 

(p صحيحان. 0 ع‎ p, q) (a^)! = 7م‎ (o 


Tar 


Tif‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


من الهم هناء أن نعرف مقادير من الشكل aX‏ (۵<0» عندما يكون x‏ عددًا حقيقيا وليس 
بالضرورة عددًا كسريًا. 
من المستحسن في هذه الرحلة أن نقبل بصحة الصيغ الخمس (۱ , ۰)۱۰ بدون برهان عندما تكون 
الأسس أعدادا حقيقية. 
فمثلاً: )١‏ 28 23- 23353( 

۷22 (Q2? 2 (y 


3 wd 3 


(V, ۱( تعریف‎ | 


نسمي الدالة ef‏ العرفة بالشکل: 


۱ ۱ 4 
fix yza^, xeIR , aeIR  , azl 


بالدالة الاسية من الأساس a‏ 


g:xr2y-22*, x eIR. Wai 

دالة أسية من الأساس 2 

نقبل دون برهان» آن: مدی الدالة الأسية ۴ العرفة في Y)‏ ,۱۰ هو: )0,9( IR‏ وآنها متصلة على 
IR Ule‏ وهی متزايدة إذا كان 1<ه» شکل (۱۰,۱() ومتناقصة إذا كان 0>2>1 شکل 
(X, ۱(‏ 


IR (ب) الجال‎ 
IR"  یدلا‎ 


Y£o الأسية واللوغاريتمية. التكامل‎ UE 


تعريف (۲ و ۱۰) 

الدالة الأسية التى آساسها a‏ متباينة على IR Ule‏ (لأنها متزايدة شکل 0 «C,‏ أو 
متناقصة شکل (۱ ,۱۰)(ب)» فهی تقبل دالة عکسية Usa je f‏ بالرمز (Y) JS log,‏ 
| وندعوها بالدالة اللوغاريتمية من الاأساس ت وهی من الشکل: 


—] u ۱ E 
f -log, tx] -log,x 


| لاحظ أن: 0<» وأن: 


y-log,x&»x-a 


y 
IR ظ وح المحال‎ : y =X 
IR* المدى‎ 
1 y-logx,a^l 
۱ 1 x 
iu n IR* المحال‎ 
IR مدي‎ 


شکل (۲ , ۱۰). 


فمثلا: cy = log; x‏ قاعدة لدالة لوغاريتمية آساسها 3. 

لاحظ أن النحنی البياني للدالة اللوغاريتمية» ينشأ من النحنی للدالة الاسية بأخذ نظبره 
حول الستقیم ×=«. والعکس صحیح OB‏ منحني الدالة الأسية» ينشأ من منحني الدالة اللوغاريتمية 
بأخذ نظيره حول المستقيم yox‏ شكل QU , Y)‏ 


Y£1‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(s, V dics 
يلى:‎ eh × أوجد قيمة‎ 


2^ ۲ logjx = 3( 


ال 
۱ من اللاحظ حسب تعریف الدالة اللوغاريتمية» آن: 
8= 27 - ياج 3 < رهما 
CY‏ من اللاحظ هناء آن: 
S NISL.‏ مر ON‏ 
وحيث إن. الدالة الاسية دالة تقابل» فإن: 


h ea دعوت‎ [ 


مشال Y)‏ ,3*5( 
آوجد لوغاریتات الأغداة التالية من الااساس 10: 


... ,1072100 10110 ,10921 زوك 10 102001 ,1030001 


بل 


0.12 — l, log; 517 0, 


0 
log, 91071 log, 91002, 5 


... log, -0.001م‎ =a; log, 0.012 —2, log, 


)۱۰ , ۱( iB ملحو‎ 
آن:‎ )۱۰ , Y) بسهولة نستنتج من ا مثال‎ 
(az1«a e IR”) log a= 1 « log, 1 =0 


limlogx =œ: lim log x = مم‎ 
| x —0* 


X تج‎ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ” 


Q5, ۱( LUE 


ادا کانت: 1۴ a, x,y‏ 1 2 فال: 


log (xy) = log x + log y (۱ 


loga (>) -log,x-log,y (Y 
y 


(m e IR) log x^ =m log x (Y 


(b عع‎ 1 «b e IR) log, x = log, x log b (t 


dll 
لدرهن على صحة الفقرة الأولى والأخيرة:‎ 
S MA فنجد:‎ dog = v «log x =u لنضع:‎ ۳ 
ومنه نجد:‎ ۷22 ۰۵ 
Uv 


: وحسب تعریف الدالة اللوغاريتمية. نحل‎ 9.Xy-8 .۵ a 
log, x + log, y = log, (Xy) —u-r-vcz log, (Xy) 
))۱۰ , Y) (بالاستفادة من‎ 
RET فنجد:‎ clog x = لنضع: نا‎ ) 6 
: نحل‎ ca وباخد لوغاريتم الطرفين من أساس‎ xz! 
log, x = log, x log b ت‎ log, x =u. log b 


بالاستفادة من E)‏ ۱۰) ومن الفقرة (۳) 


)۱۰ , Y) ملحوظة‎ 


m | : j 55‏ : ۱ 
إذا كان x‏ عددا كسريا من الشكل — = cx‏ حيث « و m‏ عددان صحيحان والعدد 0< فان 
n‏ 


"8 يغرف بالشکل: 
m‏ 
n‏ 


d << 


- Wa" = (fa) 


من الممكن البرهان على أن: 
E‏ 
EE., 111101 +7)” =e‏ 
i n0‏ 
حيث ع جموع السلسلة التالية: 
1 | 1 1 
= دس با خر[ تم 
n!‏ !3 !2 !| 
ويساوي تقريبا: 
6( دهم 
ماد C 9 T) Lb‏ 


)۱۰ نظرية (۲ و‎ 
GAs E r هو : لد‎ » 1)2( = Inx مشتقة:‎ 
X 
الرهان‎ 
. In(x- زم‎ -Inx 
Pise 1g ی‎ =m 
h0 h 
or l. x+h NN | h 
— lim[—1n-— TES lim[—- —1n( + —)] 
h>0 h X h20x h 1 
۳۳ h X 
= — Jim[In(l + —)^ | 
Xx h0 X 
= a + hy - -In[lim(1 ۴ 1 
YX h—0 X X 1450 X 
) AL aa دالة‎ In (لآن‎ 
h 
ضع ؛ 11 < - )نجل‎ 
35 5 n Ung - 


1 
۲ نت‎ Pia + n)" [ 
X n— 0) 


| 1 
= —lne--— 
X X 


(استنادا للعلاقة )0 , .))١١‏ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۲:۹ 


الرهان 
(آ)إذا كان: 0 < ex‏ فان x‏ = |« وبالتالى: 
"ur‏ 
y —-—«e—y-lInx‏ 
X‏ 
(ب)اذا كان: 0 > «x‏ فإن: × - = | وبالتالى: 


بع Ea‏ فاق ةا 
X‏ 


إذا کان: log x‏ = ۷ فال: 


xlna 
(a € IR « az 1) 


الرهان 
من الواضح آن: له = x‏ 
بأخذ In‏ الطرفين» نجد: Inx = ylna‏ 
وباشتقاق الطرفين بالنسبة للمتغير ex‏ فإن: 
1 ; 


1 ; 
y= حم‎ = y lna 
xlna X 


(Y: , Y) às 


ادا کال: «y = log |x|‏ فإن: 


الی‌مان 
مشابه للبرهان الوارد ق النتيجة (۱ و ۱۰). 


من المعادلة: «y = a^‏ نجد: Iny = xlna‏ 
باشتقاق الطرفين بالنسية للمتغير *» نجد: 


f 
2 - و و[‎ > y'= ylna > y' =a" Ina 
y 


نتيحة )£ و ۱۰) 


و 


| اذا کان: cy = x"‏ حيث cm > IR‏ فإن: 


2 ۶1, 2 2 1۳ ,uz0 


1 HM. | 010110000000000 
Lo ah Po ممما‎ | 
Eo ose لإ ب لإ‎ ۳ ۳ ۳ ۳ ۳ ۳ ۳ ۳ 
€ e u 
.(Differentiable) ع قابلة للاشتقاق‎ cu = g(x) حيث:‎ 
0 Ti £) ملحوظة‎ 


Inx 


(x > 0)x=e 


الرهمان 


)۱۰,۷( eou ai 
أى أن:‎ u=x دالة تقابل. فإن:‎ In وبا أن الدالة‎ .Inu = Inx الطرفين» نجد:‎ In iba 


Inx 


(Y, V) (حسب‎ ẹ =X 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Yo‏ 


ملحوظة )9 , 


من الملاحظ ا قلي حقء إذن: 


E M (e! - xlna 
)۲* ا‎ 
ub فیا‎ y! اوجد‎ 
y- xlg* +1 (Y y-xln(l + x (Y 
y = sec (Inx) C£ y-xe DX (Y 
امحل‎ 
- دیشر ب + هیر‎ + (2x) CY y' 21In( + x?) + € 6 
یی‎ 
e H axde* A - Ind. x?)  —— 
۱ ۱ پر‎ 
y' = sec(Inx) -tan(Inx)- — C£ y zm e ^ Lx e^ cosx (Y 
X 
(15 UE) UL 
يلي:‎ c? y A او‎ 
3. 
gx +l (Y 4 
ال‎ (x*0)y 1083 X | 
log, Vx“ +1 
y = (lnx + x) P* (x > ey(£ y=x*,x> 0 )* 
الل‎ 
,- «— y-logix*-4logx (| 
x1n3 
دج‎ 2 1 x *2 5 
; logs(x +1( log;(x” +1) 
y - Q* *? In22:91og, (2 adipe. 2: +208 (x* «DJ 
(x^ +3 


xay (eR " فإن: ۸ے‎ — Ru ol , (Y 


x* (14-Inx)‏ 2 مرواب e*  * (Inx 4 x- Lo e"‏ 2 ارو 
X‏ 


In(Inx-ex) . Sh ($ 


sinxIn(Inx4x) .. ,. 


«Ix +X =€‏ ع ح ۷ » ومنه. 


Yoy‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


in: X sinx 1 
y' gin x In(na x) (cosxiIn(unx + x) + ———— : (— 57 1)) 
lnx+x x 
11 sinx(l-- x 
arta toos In (lig o). SENT) 
x(Inx + x) 


)۱۰ , ۵( JL 
اذا کان:‎ cy! آو جد‎ 


9 (x^ +D ) D 


SEED, و الو‎ 
ال‎ 
القيمة الطلقة للطرفين» فنجد:‎ In لنأخذ‎ 
Inly| = 3In(1 + x^)  2In|1 + x| -4In(e ??'* + 2%) 
وك ) و مثه‎ E LLLA A sec? + 2* 1n2) 
y 1e pre QUE M 
6. ره‎ ei 6x 1 2 _ 4(e " sec^ x + 2* 102( 
p d 1 ۳۷ 1+ x القاى‎ 2 27 7 
با يساويها من (۱۰,۸) في (۹ , ۰)۱۰ نجد الطلوب.‎ y وبالتعویض عن‎ 
)۱۰ مشال (۱ و‎ 
إذا کان:‎ cy! أوجد‎ 
1 مو‎ es ha 


ال 
باشتقاق طرفي العادلة C, Y Y)‏ بالئسية للمتغر × نجد: 
2 


& y +e” + xe” -2yy'Inx + سد‎ - 0 
x 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل or‏ 


4 | | 
سر‎ yad -+ A y In x) — qu. + e 4- xe”) 


M CAM ER. ah 
له يدك‎ 7 


1 + 2y Inx 
التکامل غير المحدد‎ CY e Y) 


Indefinite Integral 


درسنا في الفصول السابقة الطرائق المختلفة لإيجاد مشتقات الدوال بأنواعها المختلفة. 


ستتعرض فيا يل حل السألة العالية وه |مجاد الدالة ال علمت مشتقتها ۶: فمثلا» لو کان: 
f(x) = 3x?‏ = ۰۳ لکان: × = نمع 


SEEN WES 


نقول إن الدالة F‏ (القابلة للاشتقاق على فترة 1) هى دالة أصلية للدالة c£‏ إذا كان: 
64 4 ۲۳۱۲ ۲ 


| تعریف (4 و ۱۰) 


نقول ان الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على الفترة المغلقة b]‏ ,2]» اذا کانت: 
(Y)‏ قابلة للاشتفاق على الفترة (a, b)‏ 


ملحو ib‏ ) , ۱۰) 
إذا كانت F1, Fo‏ دالتين أصليتين لنفس الدالة ef‏ قابلتین للاشتقاق على الفترة b]‏ ,۰]2 فان: 
c) F(x) - ۴ )×( = c‏ مقدار ثابت) (استنادا للنظرية 70, ۷)). 


نتيحة (۵ و ۱۰) 
إذا علمنا دالة أصلية Fy‏ لدالة مفروضة c£‏ فان جمیع الدوال الاصلية الاخری F‏ لنفس الدالة 
ا#اتمقق ا 


c)F(x) = ۴ )×( + ۵‏ مقدار ثابت) 


Tot‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


تعريف )0 و ۱۰) 
نعرف التكامل غير المحدد لدالة ۴ ونرمز له بالرمز «10(0] بالصورة: 


c) [f(x)dx = F(x) + c‏ مقدار ثابت) 
حيث F‏ دالة أصلية للدالة f‏ قابلة للاشتقاق على الفترة 1. 


| xdx = E +c فمثلا:‎ 
[sinx dx = ومع-‎ x + وأيضا:ء‎ 
2 


لاحظ أن: x‏ = ')- 
نصح "c‏ لي جدولا ا با لبعض التكاملةت القياسبة 


(—cos x) = sin X« (— : 


۱ TT 
a 
——— qe 


sec (ax) tan (ax) 


csc(ax) cot (ax) 


ع ] .£— 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Yoo‏ 


csc2u w' EE sells 


cscu cotuu 


M 5-8 
=H sec H + 


r M 
ا‎ SIn Hu +C 


)١ ١ , 1( às 
من (۱۲ , ۱۰ نجد آن:‎ 


AM roodo - f) 


)۱۰,۷( foi 
)1 قابلة للاشتقاق على فترة‎ ilo p) fo GOdx = Hx) + c CY 
.1 قابلة للاشتقاق على فترة‎ u= $60 c سل[‎ = u + c CY 


نظرية (۵ , ۱۰) 
إذا قبلت الدالتان ع f,‏ دالتين آصلیتین قابلتين للاشتقاق على فترة 1ء فان: 
Jef(x)dx = 100007 C‏ 
cq KfG)dx + coleGodx CY‏ = *0[()عجه +  [e4fG)‏ 


C2. C]. c)‏ مقادير ثابتة). 


Yo1‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 

)١*,۷( مثال‎ 

أوجد التکاملات التالية: 

j x +x E ] + بر‎ —x)dx (Y 
| Vx 

| xv x^ + ldx(£ [xe* dx (Y 

ال 


s 2 2 


NEES (A 
3 2 
A : ۱ 
Be بر + برش ب‎ + 
0 7 
| xe* dx > 2nNe“ dx= > [ue dx (Y 


ES 1 [ e" qu ES d n + دح‎ A ur + ع‎ 
2 B 2 


[a +14 = > [Q9 + x? js Ads > [uui dx 5 Ai 
u= 1 + ×” حيث‎ 


d a 1 3 
-— H? + حاح‎ 2 142 +c 
3 3 


مثال(8,١٠)‏ 
آو جد التكاملاات التالية: 
n‏ کا j- sin + DdxQY‏ 


4x^ +8x+] | 
d sinxdx (£ [— -dx CY 


l+e* 


2x+2 |l; 42x42 [sed 
دیدن کے‎ deste (y 
z + 8x +1 4° Ax^ -8x +1 4" u 
- ۲۳۸ 1د‎ tad re 

4 * u 4 


u = )4 + 8× + 1) حيث‎ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل 


1 


2d x 
w= (dx 41) Lu 


[-7- sind + 1( 0۲ 2| sind x rDdx (Y 
X 


= 2[u'sinudx— 2 [sinu du 


= 2cos( x 4-1) + ع‎ 
۳8 F 
Í 3 دوو ] دوم‎ j Eta مجو‎ (T 
1 “مل‎ 4 4 


حيث +e”)‏ 1) = ذا 

[(cosx-- D? sinxdx = -| (cosx ع«وندسصذة-)”(1+‎ (£ 
u — (cosx + 1( حيث‎ 
=- fu u'dx=-ĵu du 


d 
00۵5 1 + | 
M P 


4 
)٠١ , 4( مثال‎ 
أوجد التكاملات الثالية:‎ 
| cot x dx (Y | tanx dx ) ١ 
| دعق‎ dx ) [ sec x dx (Y 


ال 
Sinx ,‏ 


[tanxdx- | dx -| ره‎ - -In|cosx|-*c (* 
| COSA ۰ ۷ 


۱۵ sj = dx= [—dx- In|sinx|-«c (Y 
sinx H | 
[secs [Sex eerta) g, (e 


sec + tanx 


=]n|secx+ tanx | +c 


(ضربنا البسط والقام في secx+tanx‏ و لا حظنا أن البسط مشتقة القام). 


—cscx(cscx + cotx 
--Ssexesex * cotx) ql In|esex-cotx|-c (f 
CSCX--cOLX 


(ضريتا البسط والمقام بالقدار (cscx-cotx‏ 


[csexdx — 


۳ ۷ 


TOA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(3*5, v) مثال‎ 
أوجد كلا من:‎ 
عرتومع)|‎ — sinx + sec? 2x)dx )١ 


| (sin2x — cosx + sec 2x tan2x) dx (Y 


ال 
f (cOS3X — sin X + sec? 2X)dx = 6103+ cosi tan2x- e‏ 


1 1 
|] — cosx + sec2x tan2x)dx = - z 2 - sinx + P IA ret 


The Integration by Substitution 


| نظرية 0 و ۱۰) 
إذا كانت الدالة ۴ دالة أصلية للدالة ۰۳-۶ وكانت ع دالة قابلة للاشتقاق على الفترة [a, b]‏ 
وإذا كانت ()۵<ا تقع في Ole‏ ۴ لكل قیم x‏ النتمية للفترة b]‏ ,2]» فان: 
E) ffe) g'GOdx = ff(u)du = F(u)+c = F(g(x))4c‏ 3( 
البرهان 
استنادا لقاعدة السلسلة» فإن: 


F(g(x))' = F'(g(x)) g'(x) = F'(u)u' = f(u)u' = f(g(x)) g'(x) 


بتكامل طرفي المساواة: «(F(g(x))' = f(gQ)) g'(x)‏ نجد: 
Íf(g(x)) g'GOdx = F(g(x)) + c‏ ام 


ولو كاملنا طرف الساواة: cf(u)u' = F(g(x))'‏ لوجدنا: 
|f(u)u' dx = F(g(x)) + c‏ 


e 


(X8, Y Jf(u)du = F(u) + c = F(g(x)) + c : او‎ 
As ESOS زر‎ ۱۱۸۱۱۸ TO vnu 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Yoq‏ 


(Me, V1) 

أوجد التكاملات التالية: 

|) - روث كرتم‎ )١ 

[xd x-ldx (Y 

| sin?x cosx dx (Y 

ال 

x?-1-u ومنه:‎ u = g(x)21-x^ em )( )١ 
2xdx = - du لنفاضلء فنجد‎ (2) 
| | Me gn 3 اجا ب الواضي‎ 
< |“ du — ب‎ jag - )du (د) نعوض ي التکامل» فنجد:‎ 

"وذ يوت ۷ نت ]| Lou d‏ 


=——(+—-—)+c =- -o 
2 5 6 10 12 


x-ltu^ «—x-1-u?* &yx-l =u نضع:‎ CO (Y 


dx = 2u du : (ب) لتفاضل‎ 
لنعوض ف التکامل فنجد‎ C) 
f( 1] رخص‎ u(2udu) = (2u + 24 du 
3 5 3 5 
DT M + )گس‎ (7 Pa “يل‎ tc 


—sinxdx = du cosx = u m m 


و يسيم التكامل على الشكل: 
[sin^x ui du = «Jti — cos?x) u du‏ — 
l-u4)u4 du‏ | = 


T g AT 
u u ۲ _ (cosx) 2053 - 
5 7 5 3 


ملحوظة (۷, ۱۰) 


,SinX = U ف ذبة قنضع‎ COSX 8 49 ادا كانت‎ Lll .cosx = u ف دنه تضم‎ sin X à اذا كانت قه‎ 
MINE ^a Pu i pec E i 


من جدول التکامل نعلم أن: 


+ ۲ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


id 
۷ = tan lu +C 


TS 


= secu +c 


[n -]‏ 
حيث usg)‏ دالة قابلة لالاشتقاق على ble‏ 
لنعمم pe‏ يل التکاملات السابقه من خلال النظرية التالية: 


l l au 
| هد‎ -—fan —-4c 
a +u" a a 


۱ 
ا‎ "hu 


ule de قابلة لللاشتقاق‎ alls uzg(x) حيث‎ 


لنبرهن الفقرة الأولى: 
لنضع : cuzat‏ نجد: «du-adt‏ ومنه: 
كر ] - Í TI adt‏ 


7 0/12 


9 l j H 
—sin f-cc-—sin —-c 
7 


بالمثل نثبت بقية الفقرات. 


)۱۰, ۱۲( مشال‎ 
f sec? x 6 


X. 
Ji. aut a 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Y1!‏ 


[ dx ($ X 3 (Y 


xNx*—4 Dept 


.du —^sec? xdx «-tanx =u نضع:‎ O 
یک يكتب التكامل على | ا‎ 


du ۱ tanx 
| “مو‎ Sas sin +C 
9—u^ 3 
. 27۷0۲ =dt x * =t : نضح‎ CT 
bir di ia we T 
a = — 5i —-cC-—-—SIn مع حلا‎ 
2 Bey 2 


.2xdx 2dt <x * =t : نضع‎ en 


من الملاحظ أن التكامل يصبح على الشكل : 


3 dt | 1 | a 
— =—.- tan" -+c د‎ tan" — +c 
2 2 23 3 6 3 


.dt 22xdx <x? =t : نضع‎ CE 


والتكامل يصبح على الشكل: 
كر al‏ - ا 
مدا 2 4رد 


| 1 Gt ۱ 
<-.- sec — +c < - 560" — +c 
CE. 
التکامل بالتحزىء‎ )۱۰ , £) 


The Integration by Parts 


)۱:,۷( نظرية‎ 
۷ = g(x) ¿u = f(x) لتكن:‎ 


إذا كانت f’, g'‏ متصلتين عل الفترة المغلقة «[a, b]‏ فإن: 
fudv < 11۷ — ۳ du‏ 


QU Jl 
(uv)' = ۷ + uv’ حبث آل:‎ 
f(uv)' dx = fu'v dx + Juv'dx فإن:‎ 
uv = Ívdu + ludv اذن:‎ 


ومنه» نجد المطلوب. 


(Y^, AY) dL 5 


أوجد التكاملات التالية: 
Ixinxdx O‏ 
|xe*dx (Y‏ 


le'cosxdx (Y 


[x sinxdx (f 


jii 


[x In xdx لاجراء التكامل:‎ )١ 
u= in x , dv = dx : نضع‎ 
ل دورو‎ oae فنجد: تيو بط‎ 
X 2 
[x Inxdx. Zuy — fvdu EE -2 1 2.4 ومبه.‎ 
۱ X 


l ] 
- —x^lnx-—x* +E 
4 


| x e* dx لإجراء التکامل:‎ )۲ 
u=x ,dv = e* dx : نضع‎ 
du-dx , ve : فنحد‎ 

| عر‎ e* dx 2 uv — Ív du ومنه:‎ 


-xe'—[le*dx 


—-xe'—e'.c 
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[e cos xdx لا جراء التکامل:‎ CY 

u-e*', dv = cosx dx : نضع‎ 

du =e“ dx , v-sinx فلحد:‎ 

Cu) [e cosxdx = e” sinx — je" sinx dx 

[e sin xdx التكامل:‎ el بالثل لا جر‎ 

۱0 2 6 , dv = sinx dx : نضع‎ 

00 < *ع‎ dx , v= — cosx : فنحد‎ 

(Ye, هیا‎ je“ sinx dx = — *ع‎ cosx + | e“ cosx dx ومنه:‎ 


بالتعويض من A)‏ , ۱۰) با يساويه في (۱۷ ,۱۰ نجد: 


| كع‎ cosx dx 2 e* sinx + e“ cosx - | e" cos dx 


2| e* cosx dx = e* (sinx + cosx) : و منه‎ 
| كم‎ cosxdx = ze" Ginx + cos) tc اذن:‎ 
[x^ sinxdx لأجراء التكامل:‎ ) 5 
ع ن‎ x , dv = sinx dx : نضع‎ 
du-2xdx , v= —cosx NUM 
(1*5, 14) [x^ sinxdx = — X? cosx + 2 | x cosx dx ومنه:‎ 
Í x cos x dx بالمثل لإجراء التكامل:‎ 
u-x, dv = cosx dx : نضع‎ 
du-dx, vz-sinx MU 
| x cos x dx 2 x sin x — Í sin x dx LT 


1 
= Xsinx + COSA + 14 


بالتعویض ف (۱۹ , ۰۱۰ نجد: 


Í x? sinx dx = — x? cosx + 2x sinx + 2cosx + c 
(Tx. A 5( فياك‎ 
أوجد التكامللات التالية:‎ 
[sin 7! x dx (Y Ixsec^ xdx (Y 


f(x? + + DInx dx (£ [tan ~! xdx (Y 


Yé‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ل 


| x sec” x dx : لإجراء التكامل‎ ) ١ 
u=x , dv = sec*x dx : نضع‎ 
du حت‎ dx , y= tanx : فنجد‎ 
| x sec? x dx cnc HET . و ملك‎ 


COSX 
- x tanx + In |cosx| + c 


sin x dx لا جر اء التكامل:‎ (Y 
u=sin ! x , dv=dx : نضع‎ 
Bi ولاح‎ ; NOSE : فنجد‎ 

1 - 


hada anal x 230 x7) 3 ds 59 


Og 
| e و‎ 


= ۹10 x+— 1 
2 
[tan ' x dx لا جراء التكامل:‎ CY 
u = tan ! x , dv=dx den 
۱ 1 ۱ ۱ 
du = <- dx,v = x فلجد:‎ 
1+ عد‎ 
| tan x dx = xtan ! i-i =a dx و منه.‎ 
2 ۲ 14+ 


E — 
= xtan | ۳ + (+ ع‎ 


(لاحظ أن البسط مشتقة القام) 


| Inx (x? + x+ 1) dx: لإجراء التكامل‎ C£ 
u=lnx , يرح بال‎ +x + [ : نضع‎ 
x8 قي‎ 


E $ 
du = —«dx,v = — + — + × فلحل‎ 
X 3 2 


"Hes 


وک کو x^‏ تي 
سس ات Inx ) + x+ 1) dx UL ahis‏ [ 


3 2 | | X 
=(— تح‎ +x Inx- بر‎ + — x4 Ddx 
MM MAE 


X x- 1 هم‎ 
= {— + — + 211 1-) +۳ + (4 ع‎ 
( "Ui ) y | ) 


)0 , ۱۰) التکامل المحدد 
Definite Integral‏ 


لتكن ] دالة معرفة على فترة مغلقة b]‏ ,۰]2 لنجز ئ هذه الفترة إلى ١‏ فترة جزئية بالنقاط : 


X(). A]: E TIRE IND " ^n 
Ax» e xy | ^i | | 
E X X2 Xi-] Xj Xn-] و‎ 
€ Ax. 
المحققة للشر ط:‎ 
X) $X] $ —— > 2:1 > 25 > و‎ > Xp—] > Xn 


لنحدد أطوال هذه cel ial‏ بالصورة: 
AX] = X] - Xp. AX5 = X9 — Xj, .... AXn = Xn Xp. ]‏ 
لتكن ۳ نقطة às ul‏ من [Xi 1; Xi] Pr‏ بالتال فان: 
بو زو À1€ [xg x1]. à € [x1, x3]........ ATE [x;‏ 


f DAX, +f o)Ax s +...+f (Ax, = >F Ax, 


| تعريف 0 ,35( 


(Riemann sum) Ola ; بمجموع‎ y f (4, )Ax. سمي الجموع‎ 


r =]‏ 
للدالة ۴ على الفترة [a,b]‏ ونرمز له أحيانا بالرمز Sa‏ 


Yl‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


مثال )35.38( 
آو جد جموع oo,‏ للدالة cf‏ حيث 1 + f(x) 2 2x‏ عل الفترة [۰]1,5 علا آن نقاط التجزثة 
هذه الفترة هی : 5 2 23 3 [ وآن As‏ هی منتصفات فترات التجزئة (1,2,3,4,5 = G‏ 
r sa ? zs -‏ : 


دن | دم 
P3 [2‏ 


| إذا انتهى مجموع ریمان: fA‏ < = ,$ نحو نفس النهاية: 
es!‏ كانت التجزئة 5 
؟)ومهما كان اختيار Aj‏ داخل فترات التجزثة. 
وذلك عندما ينتهي أكبر أطوال الفترات الحزئية نحو الصفر: 
max Ax; > 0‏ فإننا نسمي هذا الملجموع بالتكامل المحدد للدالة f‏ على 


الفترة sla, b]‏ وب مر له بالرمز : 


b 
| £ (ax 


ea 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۲۹۷ 


إذث: 
b n‏ 
[fœdx= lim f (A) Ax;‏ 
d‏ ناج max Ax;‏ | 
a Ez‏ 
أو : 


b 
|fGOdx- lim S, 


max Ax, ناج‎ 


نقبل صحة النظرية التالية بدون برهان. 


ea 


Ga ,۸( 3l 


إذا كانت f‏ دالة متصلة على الفترة المغلقة b]‏ ,8]» فإنها قابلة للتکامل على هذه الفترة. 


شال( x,‏ 3( 
باستخدام التعريف» أوجد التکامل: 


b 
| xdx 


4 


ال 
f‏ دالة متصلة على uy |, b]‏ دالة كثيرة حدود. إذن هی قابلة للتکامل على [a b]‏ استنادا 
للنظرية السابقة. 
لنختر التجزئة بحيث تكون أطوال الفترات متساوية (نجزتة منتظمة) إذن: 
b-a‏ 


11 


Ax — AX4 = a = A — 
: بالتال» فاد‎ 


x,-b‏ 2 ۲ + 3 و X, =a+Ax‏ تم 


X=a+ TAX 1 LA 


لنختر .3 بحيث يكون: xj‏ = ز2 فنجد: fA) = f(x) = Xj‏ 
لنشكل مجموع رییان فنجد: 


M. s Y fF )Ax; JE ila Ji Xj 
i-l i=l i=l 
]گنک‎ tirta tA taat) 
= Ax(a + Ax +a + 2Ax usu dd IAX + +... d NAX) 
= Ax[na + Ax] +2 +3 + ...... + n)] 


n 0 9d‏ ح و + .1-239 ) كمه عه حدود متوالية عددية) 


ادن: 


E 


b-a 5 b—a n(n +1) 


[na + ]‏ کڪ 
n Ra ۱ :‏ 
1 دوز 8- یت وب 
n‏ 
عندما 0 ج Ax‏ فان œ‏ ج an‏ إذن: 
b‏ 
سل [xdx- lim $, - (b-a)a42 ^ lim‏ 
Hn—»o0 We H ۲‏ 
ی الور لحان و bos‏ 
2 2 2 
lim i -1 OW)‏ ( 
no HH‏ 


)۱۰ , A) تعريف‎ 


نقبل بالتعريف أن: 


b ü a 
(3* TJ (b»a) |) - - [| f COdx CY (a معرفة عند‎ f) | (۸-0 (Y 


a b 7 


استنادا إلى تعريف التكامل المحدد يمكن البرهان على صحة النظريات التالية والتى نقبلها بدون برهان. 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Y14‏ 
انظرية (۱۰,۱۰) 
!13 كانت ع f,‏ قابلتين للتكامل على الفترة b]‏ ,8]ء فان: 


b I 
[cf | عدن(‎ = Y f(x)dx 


el ea 


flare» dezaf rto iss g(x)dx 


Ys‏ و۲ 
| إذا كانت f‏ قابلة للتكامل على فترة مغلقة «[a, b]‏ وإذا كان: ce[a,b]‏ « فإن: 


b c b 
| fœdx - | f oodx^ I f (x)dx 


انظرية (۱۲ ,۱۰ 
إذا كانت f‏ قابلة للتکامل على الفترة f(x) < 0 OUS y c[a, b]‏ على هذه الفترق فان: 


b 
| (۸20 


٠١ , ۱۳( نظرية‎ 
على هذه الفترة.‎ gx) > f(x) وكانت‎ ]3, b] ع قابلتين للتكامل على الفترة‎ «f إذا كانت‎ 
b b 
| g (dx <| f (dx فإن:‎ 
e ua 


نظرية القيمة الوسطی للتكامل (۱۳ , ٠١‏ 
إذا كانت ۴ دالة متصلة على الفترة المغلقة b]‏ ,3]» فان: 


)۱۰, ١ 5( النظرية الأساسية فى التكامل‎ 
The Fundamental Theorem of Calculus 

اذا كانت دالة متصلة على الفترة المغلقة .[a, b]‏ فان: 

١)مشتقة‏ الدالة 6 المعرفة بالمعادلة: 


G(x) = | f (Dat 


a 


Gx = f(x) ع × » هى:‎ [ab] x عند‎ 


| ؟)إذا كانت F‏ دالة أصلية للدالة ۶ قابلة للاشتقاق على الفترة «[a, b]‏ فإن: 


b 


البرهان 

لنرهن على صحة الفقرة الثانية فقط: 

من الملاحظ من العلاقة YY)‏ ,۱۰). أن G‏ دالة أصلية للدالة ۶. فإذا كانت ۴ دالة أصلية 
أخرى للدالة cf‏ فإن: 


| X 
Gi eu ip. [f dt = F(x)*c 
c 
(الفرق بين دالتين أصليتين لنفس الدالة مقدار ثابت).‎ 
فنجد:‎ cà بالقيمة‎ x عن‎ )۱۰ , YY) نعوض في طرف العلاقة‎ c لتحديد‎ 


ci 
[F (Odt = F(a)+c =0 


4 


(استنادا للتعريف A)‏ ۱۰)) 
ومنه .c = - F(a)‏ بالتعويض عن C‏ بقیمته في (۲۳ , »)١١‏ نجد: 


| / (dt - FG) - F(a) 


ua 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YV‏ 


وبشكل خاص ادا كانت: b‏ = عه فإن: 


b 
[f (dt = F(b) - F(a) 


[f/GOdx- F(b)- F(a) 


c 


مشال V)‏ ,35( 
أوجد قيمة ء التي تحقق نظرية القيمة الوسطی للتكامل على الفترة 


f(x) = 3x? إذا كان:‎ q0 , 1] 


الحل 


fs دف‎ - [3 = [x " و[‎ =1-0=1 
a ü 


وحسب العلاقة (۲۱ «CY,‏ فان: 
آعم l‏ 

B م » إذد‎ (xJdx 23c^(1-0) 21 
0 


c= f والمقبول: )0,1( ع‎ 


peT 


(3€, 4A) تال‎ 


أوجد قيمة كل من: 


E 


k 
2 

4 | 5 5 

| sinx COS X )1 + sin? x dx (Y [G + ۲+ 1(0 (Y 


1 
ü 


۳۷۲ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


بل 
2 3 7 
a + o + x (Y‏ = ۲ 1(0 + بر + [Gc‏ 
i 4 2‏ 
1 1 8 
(1+-+ ل سس 2 += 
lm ) Us ۱ )‏ 
29 5 7 
6 2 3 
sE od :‏ 14 3 كاب ; P‏ 
[sinxcosx(1-- sin x) dx- - | ) (Il + sin^ xy (2sinxcos x)dx (Y‏ 
20 0 
x xy H‏ صنة +0 1 _ 
9 4 2 
1.4 ۱ 
۲ اد ۱ 
4 3 2 
65 .4.165 81 1 _ 
128 16 5 6 5 


نتيحة A)‏ و ۱۰) 
استنادّا إلى ١5(‏ ,۱۰) وإذا افترضنا أن f‏ متصلة على مدی ع وآن ع قابلة للاشتقاق على 
| الفترة [a,b]‏ وأن مشتقتها متصلة على هذه «à all‏ فإن: 


b 
JI G)2'GOdx = FGrGODTG 


e 


(f دالة أصلية للدالة‎ ۴(= F(g(b)) - F(g(a)) 


لکن استنادّا LA C, V) I‏ وبنفس الش وط آعلاه فان: 
g(b)‏ 
fdu = F(g(b)) - F(g(a)‏ | 
gia)‏ 
إدت: 
g(b)‏ 
(g (0g (Dax = [ ۰۷‏ ۲ 
gla)‏ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۷۳ 


(364 14) ال‎ 
: أوجد قيمة التكامل‎ 
(x — 2sin u (إرشاد: آجر التغيير‎ Í '4— x? dx 
الحل‎ 
(G 2u2—)x-2sinu من المعادلة:‎ 
u = 0 «2sinu = 0 فإن:‎ : x علءعندما:0‎ = 2cos u du: Ja 


وعندما: 2 = ix‏ فإن: 2= «-2sinu‏ 7 د ب 


m 
۲ m 
۳ 4 حر‎ ۱4-410۴ u ۰2 
0 0 


T 


= 4f cos? udu 
0 l 
ادن:‎ « cos? U = 5 (1*cos2u)- : لكن‎ 


bar. 


sin 2u 


f ور 2 هر - با‎ = 2| d+ eos 2l = 20 + | =a 
1 


متا ریب راب C‏ 


أوجد مشتقات القادیر التالية: 


2 
log, x? (Y دري‎ n 
vinx ($ xe” *D ۳ 
M TomE 
TN ania ۵ (1 x In (sin x) (o 
31-7 
u Ti y, (A ln x (V 
3 Inx 41 
log (x +1) ۰ (4 
X 
log, c n. (AY Ai (e^ 1) ۱ 
bx + 3 


1 
XIU* ۶ DaT M n 


YN 


jsin? x (۱ 

sin ¥1—e* (YN 
tan ! (2x) (44 
QUE SEG? 


3 


2 Y (x? - 
Q'*DQG 7D (ue 


x + x4l 


csc X + tan X (Yo 


(x>0) x 
A GNE 

cos (cos (e )) (TY 

In (tan! x?) (Y4 

أوجد ۷ إذا كان: 


ylnx*x- y ۱ 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


sec (tan e^) )5 
cos ! (In x) ۸ 
2 In [sin x| (Y° 
eB ry 


In + |) 1 -x (Y£ 
(I-sin^x) |] | 
jum * sin x(Y1 


3*4 دج‎ 1 (A 
sec! (Iny x) (Y: 


xe + y 2 ۲ 


لتکن ۴ als‏ قابلة للتکامل على الفترة [2,0]. نعرف المساحة الواقعة نحت النحنی y=f(x)‏ حيث 


b 
5 =| f x)dx بالصيغة:‎ x=b وفوق مور السينات وبين المستقيمين هه‎ f(x)20 
أوجد فيما يلي المساحة المحصورة بين المنحني والستقییات المبينة في كل فقرة:‎ 


(D ۳‏ ودين ادن ۷-021 


)2 ( وک ا 


x (c)‏ دن 1 دين 4ع 0و 


۷ < 0 ۰ 2 6 ۰1 2 1 ۰۷ 2 10 7 (>) 


أوجد التكاملات التالية: 


<3 
كم‎ aint 


X 


E: ۱ 
۳ +x 2 4 مس‎ (Yo 


ix 


4 
| (sinx tsecxtan x)dx (Y 1 
0 


[ex + dı (YA 


[Gc -D(x + dx (° 


T 
[——]4xCEY 
7 1-1 
E 
[ : عدن‎ (t£ 
A Sex 
24 5ع‎ PN 
| — (sin x Jx)dx (£3 
dx 


^ [i0 xy! dx (£^ 
dx. 


Í (sin3x + cos4x)dx (0 * 


yita“ 


[sint tcostdt (o$ 


| as dx (oY 
0 


| (sin3x + D cos3xdx (OA 


| xsec x? tan x^dx (1* 


f (e™ + tan2z2dx (AY 


x—3 
x^—3x-47 


[G^ +) C3 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YVo‏ 


[—— پو‎ (TV 


sinxtanx 


9 
۱ 
-xX + ×+ [ 
dx (Y 
۳ 
[ 3 dt ۵ 
cos“ f 


8 
| صم)-‎ xax (f۷ 
0 dx 


[(ax^ by P dx (£4 
1 
[oc + 1) x dx (o 
0 


f 2x+1 E; (oY 


(x^ + بر‎ + D? 
] d x? + 1 (oc 


1 


[x — dx (oV 


X X 

۷۳ 

sec x -dx (0۹ 
)[ - tanx)" 


| كحصن لتقم‎ (A 
| (cot3x + 2*)dx (Y 


[Eas (16 


X 


۳۷۹ 
[32* dx ۸ 
RE ( 
سس‎ y» 
E 


| (secx -tanx)dx (VY 


fa + cot(sinx)) cos xdx (Vé 


fa +escx) dx (VA 


۱ B dx CA * 
jopa 


Í xlnxdx (AY 


fa” Inxdx (Af 


f e'sin2xdx (A1 


3 
[J| ۲-۸ 


[sinVxdx(4 ۰ 


| sin | (3x9dx (AY 
|2*e'dx(at 


Í x M1- xdx(41 


[e "*ax (14 
0 
MEEN, 
۱ Lar E a (V* 
2 
x? 
1 
j- (vY 
s1n3x 


[3 * cos xdx (Vo 


Xx 


A I 
f die ا‎ 
: X —X 
€e +e 


dx (VV 


: - dx (V4 
1 + × 


[xe "dx (A1 


| xcos3xdx (AY 

[x^ sinxdx (A0 
x^ dnx 5 | 

fe dx (AV 

[VxInx dx (A4 


[tan (2x)dx (41 


Fra 
2 
[|sinx|dx (40 


_ 
2 


2 
۱۱۰-2 (۹۷ 
-] 


(tan ! x + 1) 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۷۷ 


مشال (۱۰,۲۰) 
أوجد التکاملات التالية: 


Ícos3x sin2x dx (Y Ísin2x cosx dx(! 


sina cosb = [sina + b) + sin(a — b)] 


| sin2xcosxdx— sins -sinx)dx = -2 00523 — E COSX-ccC 


Lodo Rue ك0‎ SS ara 
cosasinb — ; Ising + b) -sina — b)] نعلم ان‎ (Y 
ادن:‎ 


۱ Lp. 1 1 
Ícos3xsin2xdx = ۳ K(sinsx —sinx)dx — canam ES zoos +e 


(3:5, YO مضال‎ 
أوجد التكاملات التالية:‎ 
Ísin3x sin2x dx (Y Icosdx cos3x )ل‎ ١ 


cosacosb — z cosa + b) cosa b)] نعلم ان‎ (١ 
03| 


| cos4xcos3xdx = 07 + cos x)dx = sin7x+ زو‎ 


۱ ۱ 1 | | PR ; 
sine "a eosie- sana :àl نعلم‎ (Y 
ادن:‎ 


| sin3xsin2xdx— I cosa- cos5x)dx = وتو‎ = sin5x +e 


YVA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
CY, V)‏ التكاملات المثلثية من الشكل : Jsin"x cos"x dx‏ 


cosx=t عددا فرديا (دالة الجيب من أس فردي)» نفرض:‎ m إذا كان‎ (Y 
sinxet فردي)» نفر ض:‎ m عددا فرديا (دالة جيب التام‎ n إذا كان‎ CY 
ادا كان 0 5 9 جيان» نستعين با لصبغتين:‎ (۳ 


ل 1-05 9 
در sin“‏ 
2 


3 1l-cos2Zx 


COS X 


2 


Cs TD dis 
أوجد التكاملات التالية:‎ 
[sin^x cos^x ۱ 
Ícos'x sinx dx. (Y 
Ísinx dx(Y 


Ísin^x cos x dx (f 


الل 
( لنضع: dt = -sinx dx < cosx = t‏ 
ویصبح التکامل غل الشکل: 
cos?x) cosx sinx dx=fÍsin°x cos^x sinx dx‏ -1( | 
p? r>‏ 
--[ü-:^y^dt =-—+— +‏ 
5 3 


3 5 
CON Xx COS عد‎ 
————— لبنس‎ +c 


3 5 


dt = cosx dx ج‎ sinx = | : لنضع‎ (Y 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YV4‏ 


| )1- sin^x) sinx cosx dx-lcos^x sinx cosx dx 


; م‎ 
2 4 
sinx sin x 
= -— 


2 4 


[sin* xdx= (sin رھ 2ر 08 )| = زر‎ (Y 


E "i (1—2cos2x + cos? 2x)dx 
= 0 - 2082+ سح‎ 


وا الل pea‏ 
5 2 4 


[sin xcos^ xdx — 5 ; CERA ($ 


1 
=z |)1 -cos2x)(1 + 2cos2x + cos? 2x) 


= «la + 2cos2x + cos? 2x — cos2x - 2cos? 2x cos? 2x)dx 


ES «la + AEE cos? 2x)dx 
FI. i ۱۳ UNT rd 
5 2 2 5 8 


cos 2x dx = eos” 2x 205272 dx 
= |(1 - وزو‎ 2x) cos2x dx 
= jcos2x- sin 2x(2cos2x)dx 
sin2x 1 sin 2x 
د‎ Ir 


2 2 d 
ثابت اختياري)‎ a) 


+ ۸ ۲ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
وبالتالي فان: 


| sin? x cos“ xdx 


lx ,sin2x QERME, E ای‎ 0x46 
8 2 2 8 8&8 2 6 


X sindx 1 28 
= — — + — 110 2x +c 
16 64 48 


| tan" xsec" xdx التكاملات المثلثية من الشكل‎ )٠١ , A) 
عددان طبيعيان وقد يساوي أحدهما الصفر.‎ n, m حيث:‎ 
Lalal تصادفنا هنا ثلاث حالات‎ 
زوجية:‎ SeCX قوة‎ )۱ 
tanx =u والوسیله لتبسیط التکامل اجراء التغيير:‎ 
فردیة:‎ tanx وبالمثل قوة‎ secx قوة‎ (Y 
sec × = والوسيلة لتبسيط التکامل إجراء التغییر: نا‎ 


(Y‏ قوة secx‏ فردية وقوة tanx‏ زوجية: 
هنا نلجأ إلى التكامل بالتجزيء لتبسيط التكامل. 
(t‏ قوة SeCX‏ تساوي الصفر: نكتب التكامل على الشكل : 


m- 2 


(mz 2)| tan" xdx = Í tan" ? x(sec^ x ^ Ddx‏ » فتحد: 


(V, Y£) 


2 زوجية وأكبر من‎ secx قوة‎ C 
| tan” xsec'" ? xsec? xdx التكامل عل الشكل:‎ Wm (1) 
n-—2 


(ب) s~‏ عن sec x‏ بدلالة [an x‏ باستخدام العلاقة: 


2 2 
.sec دعر‎ [1 180 x 


u فيتحول التكامل إلى تكامل كثيرة حدود في المتغير‎ tanx =H نجري التغيير‎ (c) 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YA!‏ 


(16, YY) JL os 
| tan” x sec? xdx : أوجد التكامل‎ 
الحل‎ 
f tan” xsec? xsec^ xdx : (أ)نكتب التكامل على الشكل‎ 
sect دير‎ )1+ tan? x)? فنجد:‎ e tanx بدلالة‎ sec? X (ب انعر عن‎ 
يصبح التكامل على الشکل:‎ du = sec? xdx فنجد:‎ tanx =u (ج)نجري التغيبر‎ 
f tan? x(1 + tan^? sec” xdx 2 [u^ )1 + u^)^ du = [u^ )] 2u  u* du 


d ou 0 9s u^ 2u? u tan x tan x tan x 
= [(u + 210 +u jdu = — + دم + سب + سب‎ 3 + 7 + 2 


+E 


(3 ۶:۲ Jh 
| sect xdx أوجد التكامل:‎ 


A 
[sec^ xsec' xdx = | )1+ tan? x)sec? xdx : التکامل على الشکا‎ act 
du = sec? xdx < tanx = u : نضع‎ 
tan` 


X |‏ 
م التكاما عا الشكا : + -tanx‏ 
"dara‏ مل ف لشكل 1 


iiiu Viu = A 0 لد‎ 
3 


à» tanx وبالثل قوة‎ secx قوة‎ (Y 
[tan"7! x sec"! xsecxtanxdx )ا( نكتب التكامل على الشکل:‎ 
tan^ x sec^ ۲-1 باستخدام العلاقة:‎ secx بدلالة‎ tan"! x (ب)نعير عن‎ 
u فيتحول التكامل إلى تكامل كثيرة حدود في المتغير‎ secx —u (ج)نجري التغيير:‎ 
)۱۰, Yo) مثال‎ 
[sec xtan? xdx : جد التکامل‎ s 


ال 
į)‏ نضع التکامل على الشکل: [sec^ xtan^ xsecxtan xdx‏ 


3 J ۳ ۱ 5 : 
tan x-sec 1-1 باستخدام الصیغه:‎ secx بدلالة‎ tan? x (ب)نعير عن‎ 


(ج)نجري التغيير: du-secxtanxdx«-secx-u‏ 


TAT‏ تطسقات * حسات التفاضل والتكامل 


يصبح التكامل على الشكل : 


5 | 
[sec^ x(sec? x—Dsecxtan xdx = [u^ (u — Ddu 
4 2 u? u | sec x Sec x 
= [iu —H \du = — -— +c = ۱ چ‎ 
5 3 5 3 


(Y‏ قوة secx‏ فردية وقوة tanx‏ زوجية نعبر عن tanx‏ بدلالة SeCX‏ باستخدام الصيغة: 
tan? x = sec? x—]‏ ثم نكامل بالتجزيء. 


tc 


نظرية 0 , ۱۰) 


s - [sec" xdx ادا كان‎ 


n-2 
tan xsec 


H-— 


dls zl 
my 7 
I. = | sec' "Xx sec xdx 

۲ ۱ 

u = tanx ب‎ sec” xdx—du| یی‎ 
EE Bn. T d 

dv = (n — 2)sec" ? xsecxtanxdx <= sec" ^ x =v 

نطبق الصيغة: [vdu 2 uv — [udv‏ » فنجد: 
ni REN | a)‏ 
E | sec" 2 xsec? xdx = tanxsec" 2 x — (n— 2) [ sec" 2 xtan? xdx‏ 


= tanxsec" 2 x - (n— 2[ sec" ^ x(sec^ x - Ddx 


= tanxsec" ^ x-(n— 241, (1-2), 5 


(n—D1, —tanxsec" ? x4 (n—2), » ومنه» فان:‎ 

1 T n—2 1 

I, - ——tanxsec" ? x4 L5 أو:‎ 
n= n-1 


ادا کان: 3 «nz‏ فان: 


1 1 | 
[sec xdx = —tanxsecx--— [l sec xdx 
2 2 


| 1 1 
عم‎ [sec x=- tanxsecx + — In |secx tanx| +c 
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۲۱۰ AD Resa 
عددا فردياء أما بالنسبة للأعداد‎ n فقط عندما يكون‎ )۱۰, Y) ينصح بتطبيق الصيغة‎ 


الزوجية فمن الأسهل مكاملتها مباشرة حسبها أشرنا إليه سابقا. 


(Y, YO Js 
[tan? xsec? xdx أوجد التكامل:‎ 


تن[ 
نعبر عن «sec x J'Y. tan x‏ فيصبح التکامل على الصورة: 
[qw YV) [(sec^ x-1) sec xdx = [sec xdx= | sec xdx‏ 
بالاستفادة من الصيغة Yo)‏ , ۱۰)) نجد: 
3 
I; = a tanxsec? x4 — E‏ 
Pie‏ 571 
ومن نقس الصبغة نحل 
1 1 
AnXsecx £n |secx + tanx | +c‏ ۾ = I;‏ 


بالتعویض ف YY)‏ , ۰ تنجد الطلوت. 


(5. TV) مثال‎ 
[cs c? xdx: أو جد التكامل‎ 


JH 


بالاستفادة من Y0)‏ , ۱۰ نعلم أن: 


۱ O d n2 5 
| sec" xdx- tanxsec" ^ x + | sec" ^ xdx 


n 11 - [ 


He n-—2 ۳۹ 
- | esc" xdx — cotx csc" ^ x — | esc" ? xdx 


Hn — t d — 


(لاحظ أن: Z-a‏ له eser‏ ون" (d(Z-x)=-ax‏ 


YAS‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


إذن 


xdx 


بالأسلوب نفسه المت 


£( قوة secx‏ تساوي الصفر 


(1e TA) مثال‎ 
أوجد التكاملين:‎ 
| tan? xdx(Y | “صما‎ xdx ( 


الحل 
CY‏ نكتب التكامل على الصورة: tan” x tan? xdx‏ | 
ثم نعوض عن tan^x‏ بالقيمة e sec x-1‏ فنجد: 
Ddx > | tan xsec^ xdx— | tan xdx‏ سب از tan xtan? xdx= | tan“ x(sec?‏ | 
نتبع نفس الأسلوب بالنسبة للتكامل: [tan* xdx‏ ؛ Jad‏ 
tan? xdx = Í tan” xsec^ xdx— Í tan” x(sec* x—Ddx‏ | 
x sec” xdx - | tan? x sec” xdx + | (sec x —Ddx‏ “هما | = 
x sec” xdx - Í tan? x sec” xdx + | sec? xdx - dx‏ “صما | - 
aoo)‏ للتكاملات التلكث الأول نضع : نا (tan  <‏ 
3 5 


tam x tan x 
3 


1 ]2113-- 22+ 6 
In xtan^ xdx نکتب التکامل عل الصورة:‎ (Y 
: بنفس الأسلوب السابق نکتب التکامل على الشكل‎ 
| tan” xdx = Í tan? x(sec^ x — Ddx = Í tan? xsec^ xdx— | tan x(sec” x- Ddx 


tan x tan? x 


4 2 


= | tan! x sec^ xdx - | tanx sec^ xdx + | tan xdx = -In|cosx | +c 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YAO‏ 


(1, T4) JL S 


(n > 2) I, = [tan" xdx oe d 
Ure, DAD h= i jan" E ات آن"‎ 
n- 


: ol طا‎ AI من‎ 


۱ 1 ae 7 H— : i 
Lr s | tan" xdx- | tan” ^ x- tan? xdx = | tan" * x(sec^ x — l)dx 


71-2 


= f tan"? x- sec? xdx— I.» 


(نضع: «(du = sec^ xdx <= tanx = u‏ إذن: 


.۰ ۸۱-1 وخ 
وى 1-4 I gE tan‏ 


(Vs Y) diae 
[cot xdx : أوجد التكامل‎ 


J! 
من (۲۸ , ۱۰ نعلم آن:‎ 


E1898‏ سر( .وس 


cot"! x+ I cot"? xdx 


1 
يت ا‎ x——cot? x--cotx4 xc 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


1 
[cot xdx-— "E cot' x¬ [cor xdx 
l 
f cot? XX = E cot? x= |] كاه‎ xdx 
۱ ۱ : 
[cot xdx-- 3 cot? xX- f cot? xdx 


[cot xdx-—-—cotx—-x-c 


7 l 5 


Cons ۲ تمارين‎ 


[cot xdx = — ۳ cot 


TAT 
. و سنك‎ 
: Qai 


| sin 3xcosSxdx C 
[cosZcosZ dx (Y 

2 3 
fcos(ax+ b)cos(ax— b)dx ) 
| 3xdx (V 
[cos xdx(4 
[sin xcos? xdx (V 


cos? x | 


dx CYY 


` sim x 
[sin xcos? xdx ) ١ 0 


[cos 3xdx (VV 


| sec xdx (1۹ 


ax 


sim xcos^ x 


(Y Y 


| sinlOxsinl5xdx Y 
sin وم‎ dx (£ 

3 2 
[sinwtsin(wr t (7 (1 


[sinxsin2xsin3xdx (A 


[sin xdx (۰ 
[sin cos 2۷۲ 
2 2 


[sin xdx (V £ 

[sin xcos^ xdx (31 

fese" xdx (VA 
cos? x 


sin? x 


dx 


sim xcos? X 


dx (Y * 


(Y Y 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل YAV‏ 


sinlx + £ | ; 
الت‎ ۲ E oUm 
sinxcosx eind nies 3 
2 2 
[sec Axdx (Y fese xdx( ۲ ۵ 
[cot xdx (YA [tan^ Sxdx (TY 
[x sin 2 dx (Y [an + tan Z axra 
3 4 
2 
[sin xcosx ۲ ] سس‎ (۳١ 
sin x 
IE n ۴۲اب سس‎ 
أيه‎ ] 313 sinxcos? X 


[cot xdx (Y 6 


AX s |تاضيوعتلا)١‎ : NJ 
The Trigonometric Substitution 
ALES E نظرية‎ 
دالة متصلة على الفترة [قبة.].‎  نكتل‎ 
| ۶ Ce90dx- 2], f )(47 فان:‎ « f(— x) = fG9 كانت دالة زوجية تحقق الشرط‎ اذإ)١‎ 
] (4۲0 )إذا کانت ۶ دالة فردية تحقق الشرط (10- = 0 - )1» فإن:‎ ١ 
يستحسن في كثير من التكاملات التى حوري المقادير:‎ 


2-1 ۳1 | j | 
a> 0 حيث‎ » yx” =a" ۾‎ Vat + x* r Vat رس‎ 


اجراء التغيير للمتحول ex‏ کا يل : 
القيمة iem‏ 


x بدلالة‎ t قيمة‎ t جال‎ 


ES zi F3 a 
ی‎ I 
2 1 
۱ 2) 


(3E. 
2 


ENDE 


2 2 2 2 23 2 "I 
tan x = sec x —1 «sec x = l + tan x « sin x + c05 xX = 1:0! لا حظ‎ 


YAA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


)۱۰ ,۳۱( JL 


T dx 
1 
2 


1 


J 


: al قدمة‎ e ad 
x^N1-— x? مل‎ ١ 3 


dx —cosudu فنحد‎ ۰ x = نضع : اندزو‎ 
| ان‎ E "Tiefe 
(uz0 وان‎ <u <= (لاحظ آن:‎ 
2 2 
m 


; l. sss 1 
= — حم‎ sinu = — فان:‎ ×= like 
6 2 2 


e ع‎ :QU« EMEN وعندما:‎ 


us d La 
Í dx " | cosu du —— | du —— [citu 5 
2 Ti 8 9 5 a TXE — 1 ۶ | 
1 ٩11 ۱۰۵۵5۷ z z 
2 6 6 6 


= — cotul 4 مه يومنت‎ y 3 21+13 0.73 
d 4 6 


6 
نظرية (۱۸ , ۱۰) 
اذا كانت الدالة f‏ متصلة على الفترة [2,0]. وإذا كانت الدالتان ۴,6 المعرفتين بالمعادلتين: e v2 F(x)‏ 
.u-G(x)‏ قابلتین للاشتقاق على الفترة 1. وادا كان القداران uv‏ ينتميان إلى الفترة [2,0]» فان: 


H و‎ dv du 
d — F سس‎ _ — D] mA— 
3, 0/0 (= f) ra fu) " 


(Vu Y Y) dus 


أوجد مشتقة الدالة المعرفة بالمساواة: y= ]۷1+/* U1‏ 


de 
dv 


d 7 : 5 ۱ | du E pa 
a.d 0407 f0,. f 0) - نعلم أن:‎ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۸۹ 


WSE)! 
d 1 
— | +1 +۶ dt 
اس وص شا فول كوف ا‎ 
(v x^) 


(Vs TOL 


4 —sin (2x) & 2x sinu لنجر التغییر:‎ 


E m 
— د‎ 
t 3 


dx= cosudu .1—4x^ 21—sin^u كوو د‎ u Ja 


يكتب التكامل على الشكل : 


2 + yl : * 2 
X 1 5111 H 1 1 5111عم‎ ucosu 
[ ست‎ dx=- | سس‎ -> cosudu = - | لت‎ du 
3:5 a nag A " cos H 
(1— 4x^)? (cos* u)? 


۳ L ftan? udu= L f (sec? u — Ddu 
8 8 
1 

= gani —u)+c 


( tanu MEM S حم‎ sinu E : ol L=) 
y 1 — 4x? l 


x زاو ره حادة)‎ u U wel) 


ملحوظة: 


لو وقعت س في الربع الرابع» لكانت 0> sinu >0 (x‏ 
tanu > 0 ۰605: <0‏ ولحصلنا على نفس النتيجة. 


LE‏ سبق» نجد: 


2 
لم‎ dx د‎ r + 
)۱۰ ,۳( JU 
2 ات‎ ë 
(Men : أوجد التكامل‎ 
(—4t? + 164-272 


قل 
من الواضح أن: 
-4t^ +16/-15- -4(1^ -4( -5‏ 
نتمم eo Al‏ كامل (Perfect Square)‏ المقدار ما بين القوسين بإضافة وطرح مربسع نصفب 
معامل ct‏ فنحد: 
5-[ك4 - (ك + بك - A?‏ بت 15 - (ب4ك  At?‏ 
")2-—44-—4316-15231 46-2۱2 15ت زات نماضت 
لنحر التغيير: dt -dx«—t-x-2«t—2-2x‏ 
يكتب التكامل على الشكل: 
002 
[——Á 3 dx‏ 
4x?)‏ —1( 
le Y)‏ آن: Gte‏ اوو (i^‏ 


وبالاستفادة من OUI‏ السابق» نجد: 


2 


2 2 
سم‎ dt = [— ax = pu -sin sje 
(-A +16 -15(2 (1—432)2 1-4 


ET Zt —2) 


a (| qu‏ سید 
5- 16+ ۱-422 |8 


t—2 


MEM a 7 7 
4-42 4161-15. 8 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل 501 


(Ve, Té) QuL.& 


l 
dx : أو جد التكاما‎ 
UTC j مل:‎ 3 


الحل 
لنجر التغيير: u-tan 17 c» x-3tanu‏ 


X 3 
— > H = = 
E 2 


dx = 3sec* udu (94x? =9(1+ tan” u) 29sec?u  :دجنف‎ 
: یکت التکامل عل الشکل‎ 


- TES | cos? udu 
2] 


۱ 1 x= 3 sec u | = — [— 


(9 + 2م‎ 81" sec u sec? u 


| | sin2 | | 
= —[a + cos2u)du = — | u + 1 +  < سب‎ (u + 1 COSH) +C 
54 54. 2 54 


sinu = 


x 3‏ 
۳ 4 2.5 
(اعتيرنا نا زاوية حادة) 
ملحوظة: 
لو وقعت نابي الربع cul JI‏ لکانت 0 > ) 
csinu >0‏ 0< ۰6057 ولحصلنا على نفس النتيجة. 


۱ X 
1 tanu = — 


UE‏ سق ؛ نجد: 


(145, رو‎ dE 


: | 
ااا مه —— 
مل ?3+ مد ۳ 


yay‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


A + 4 + 37- 4)1 +1) +37 من الواضح آن:‎ 
42 + + 37-4 eet lem 
4 4 


"P 3 ۱۱ E 
—-4|t-—|-——|-37-À4|t-—| 1+ 37 < 4 tft+— | + 6 
2 d 59 £ 


لنجر التغيير: = > +1 desto x-‏ - إل 


ates | يكتب التكامل على‎ 
1 1 | dx 
— dt = — ~ dx= سب‎ ETIT 
| + 4۶ + 37)? و‎ 136) T (x? 4.9)? 


وبا لا ستفادة من Ju‏ السايق: Dc‏ 


1 1 1 Nr 3x 
EEE مب(‎ 
(At^ + 4t 37) 16 54 3 x^49 

قا جد لاسظ aT‏ += ( 

(8, YD LS 
| l " 
| لحل‎ dx أوجد التكامل:‎ 
(x^? -2N x^ -4 

ال 


-] X * "au 
H-—Sec —cx-—2secH : لنضع‎ 
2 


e ۳‏ 37 
0< رح - او مم 


dx = 2secutanudu « Vx? 4 = 2131314 فنحد:‎ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۳ 


یکتب التکامل على الشکل: 


-— EN ٩ ۲۹ EC LL 
(x? -IW x* -4 | (4sec^ u — 2)(2 tanu) 27 2secu—1 
1 
1 COSH 1 COSH 
| du د‎ - — — du 
2۳ 2 j 2' 2—cos^u 
cos” u 
1 COSH 1 COSH —— 
]اد‎ = — | —— du 
PERLE ور‎ 


.dt = cosudu > sinu =f 5 


بالتالى فان: 


f 1 dx- ij dt 
'"alomW42-4 251+ 


1 E: 1 Pise a 
= tan f-«c--—tan ! (sinu) + c 
À 2 


2 X Fe a 
حم‎ COSH = — «— secu 6 ان"‎ by 


X 


(اعتيرنا نا زاوية حادة) 
لو وقعت ن في الربع الثالث لكانت : 


ULad- a sinu > 0 » > 0‏ على نفس النتيجة. 


نما سبق» تجد: 


1 1 qvx - 4 
dx=—tan 


(x^ -22N x^ -4 


مثال )٠١ PA)‏ 
أوجد التكامل : 


f dt 
(t? + 2 — Lyr” + 27-3 
ال‎ 


من اللاحظ آن: 2+1-1-3 + 2-3-2 + i?‏ 

أضفنا وطرحنا مربع نصف معامل ؛» فأصبح لاني ا دود على 
الشكل: 2+1(5-4) t^ -2t-3-‏ 

لنجر التغير: × < 1+ ۲-1 = 1> يرل < 411 

یکتب التکامل على الشکل: 


dx 


dt 
| )2 یب‎ -VP + 2-3 | [x - 102 2(- D - Ix? -4 
: 
جل‎ 


وبالاستفادة من الخال السایق فان : 


dt E o ayi —3 
= — fan — +e 


| 
+u- + 2-3 ? 


1 aW iora د‎ 
dl — +e 
2 [4] 


ارين Y)‏ ,6( 
أوجد العدد » الذي يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل للدالة £ في كل ما يلى» على الفترة المرافقة: 


[-1,3]« f(x) 23x 2x + (Y [-22] «fG9 23 + 1س‎ )١ 
[-2,0]« £0 2 3 x1 (f [-244]« f(x) = +2 (Y 
0,3]. f G0 = Vx ) 5 [0,45] « fü) s ب‎ (o 


yx? +4 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل 


أوجد cy!‏ إذا كان: 


! ] 
rp 
1 1 
y- x [sin (21^ )d t + [cos- dr (V 
1 2x i 
x? 


۳۹۵ 


Am 
y= x [sin(2r^)dt + [sin"idt (A 


ü 


2 
[G^ — 4x 2)dx (4 
Ü 


۳ dx CV 


۳ 


co s? xdx (Y 


LOS 
[ax ex de (Y 
3 


[a,b] عل الفترة‎ f فبالتعريف نحدد معدل الدالة‎ [a,b] متصلة على الفترة‎ illa — t 


بالصيغة: «۵() 9# —L‏ - 
m‏ 6 وب جل 


أوجد المعدل لكل من دوال التكامل الموضحة في التہارین من 4 حتى ۱۲ على فترات التكامل 


الشار إليها في كل تمرين. 
أوجد التكاملات التالية: 


[43-2x- x^ ۵ 


dx (1¥ 


. dg 
ez 
[vx —4 dx (44 
jx” - 6-7 ۱ 
dx 


(Y 


dx 


| سس‎ (vo 
)1 + x?)y1- x? 


(x — 1) x^ -3x 42 


[v2 x^ dx (YA 


[v x? -2x 2 ۸ 
[v^ +x dx(Y« 


3 
[G^ x D2dxCYY 
[—*—1 - 6 
ی‎ 2 2x45)2 
dx 


[L— ty 
(1- x2)414 x2 


۲۹5 تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 
الاجابات 


+ 1 
* j-:-x esi! E (Yo 


> تدجول‎ Ine 2+ ( (1 

> “بر + وا‎ E In (x4 وله‎ + x) (1¥ 

2-2 +2 +2 In (x-l-XXx^-2x4«2) (YA 
zx -4 -21n|x+ Va? -4 | CTS 

T x? + | 2+1+2 +x | (Ye 
Le -6x-7 -8In| s- 3e? -6x-7 | (Y 

c عق‎ + s جية+‎ ID +x+1 + Inge + تأر‎ o D QPY 


2 [3-2 (vv 
تیم‎ 
كك‎ 2-7 
Ad x^ - ع2‎ + 5 
ا‎ (Yo 
J2 yl- x“ 
» ۱1+ x? 4 xJ2 (Y 


2/2 ايه‎ 1 + x? — pN 


(۱۰,۱۰) تكامل الدوال الكسرية باستخدام الكسور الجزئية 


Integration of Rational Functions by Partial Fractions 
الهدف من دراستنا التالية هو تكامل الدوال الكسرية الحقيقية من الشکل:‎ 


E لدت‎ 
ü x T La I" edu 


D 6 1 h(x) = 


EEE a as 


وذلك بتفريقها إلى كسور جزئية بسيطة يسهل تكاملهاء ونظرية تفريق الكسور تجيب على هذا التساؤل. 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۹۷ 


لتفریق کسر من الشکل YS)‏ , ۰)۱۰ کل من بسطه ومقامه کثرة حدود في المتغير ×» جب مراعاة 
الأمور التالية: 
)١‏ قوة البسط أقل من قوة القام» وإلا قسمنا البسط على المقام واستنتجنا القسم الصحيح. 
(Y‏ اختصار العوامل المشتركة بين البسط والمقام. 
(Y‏ تحليل المقام إلى عوامل من الشکل: 
mum (x- a)" (i)‏ عدد طبيعي» EIR‏ . 
(ب) أو الشکل: c (bx? + ex d)"‏ حيث n‏ عدد طبيعي: b,c,d € IR‏ 
بشرط أن لا يكون المقدار: 4+ + تدم قابلا للتحليل إلى عوامل من الدرجة الأولى. بلغة 
cs l‏ أن يكون مميز هذا القدار سالبا )0« (c? — bd‏ . يكون شكل التفريق للكسر: 
h(x)‏ إن كان مقامه مساويا (x—-a)"‏ على الصورة: 

و n‏ کے Ay‏ 
(xa aa XxX —ad‏ 
يكون شكل التفريق للكسر cho).‏ إن كان المقام مساويا «(bx + + d)"‏ حيث: 0« c^ -4bd‏ على 

الصورة: 


h(x)-2 


„meN 


x +C 


" n-1 


Bx TC, 1 Bx +C, ده‎ B, 
(bx + ين‎ +d  (bx^-cx -dy"! (bx ^ --cx +d) 


(cx? +bx+ d)" a(x a)™ المقام حاصل ضرب عوامل ختلطة من الصنفين‎ Quos ادا‎ ul 
: الکسر‎ d معاء ک|‎ 


h(x)- 


n z 
x +x“ +x+l 


(x-3? + A* (x - D^ axt + × + 1( 
فيكون التفریق» على الصورة:‎ 
A A5 s ۸ T A4 " Asx + Ag à Aj, X + Ag 


hys E + zT 7 7 2 
2-3 (x41 )2+1( x^-xl — (x44) x^ +1 


حیث: t‏ > هو الجزء الموافق للعامل 3 - x‏ 


X 


hx) = 


ڪل 
(x +1) x«l‏ 


لعفت عا هو اححزء الموافق للعامل x^ + x41‏ 


x + ×+ [ 


» هو الحزء الموافق للعامل *(1+) 


Y4A‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(3-4) اكوم الوافق للعامل‎ a 6, A01 n 


(x 4)* ` x +4 


مشال (۳۹, ۱۰) 


بين الشکل الذي يجب أن نفرق عليه الکسور التالية: 


mi ۱ 
E E (Y X+] (N 
X +X + AFA 
x)! +73 E 42 
Zo d 2 (٤ 2 2 
(x+ D (x +2) x(x^—4)x^-45) 
| 212 + 37 A 3x^ (o 
(x^ + 5x + 6)x? +3) (x^ +X + 1۳ (x? —]) 
ال‎ 
x-l XELE — A n h 5 
xix Xx(l-—-x) x l-x 
x* +4 x? + 4 A Bx4C 
2 =— + 2 (Y 


x + شیر‎ + × i x + :ر‎ + 1( x^ x4l 
xx +2 5 i 2ه زو‎ (Y 
x(x^ —-4Yx^45) x(x-2)x-c2)x^ 45) 
A B C Dx+ E 


=— + + 2 
x x-2 x+2 5ر“‎ 


x?^?-7x A B Cx + D Ex+ F (f 


dx* 3x^ 
uu oe ۳ 
FRED E IY G' -xt£5Bbo-Dorb 
_ Ax-H ۳ Cx + D EFF . G H 
(x سيوس‎ [1(“ (x* + عر‎ x^-x4] x-1 x-«l 
2x ^ + 2x ^ + برة‎ A B „C+D (3 


(x^-5x +6) 2+3) (x42) x43)x743) x42 x43 x43 


لاحظ أن قوة البسط أقل من قوة القام في جميع الفقرات. وأنه لا يوجد عوامل مشتركة بين البسط 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Y44‏ 


) , £3) JL 


1 ا 

أو تخل العكاما : x‏ 

واا ا Temm‏ | 
لالحلل 

كنب الکسر عل الشکل : 


x* + [ A B e 
— جح‎ + + 
رتم‎ I d-2 a 


وتتحدد الثوابت وبشكل وحید بالطريقة التالية: 


بكو جيل المقامات وحدفهاء NUT‏ 


hx) = 


x^-1 = A(x-2) (x-3) + B (x-1) (x-3) + € (x-1) (x-2) 
لنعوض» عن:‎ 
A 21€ 22 8)-1() -2( ×»بالقيمة1(جذر العامل الأول)»فنجد:‎ 
B = -5 > 5 = 8)1() -1( ×ءبالقيمة 2( جذر العامل الثاني)» فنجد:‎ 
0 - 5 © 10<- 0)2()1( «»بالقيمة 3(جذر العامل الثالث)»فنجد:‎ 
(يمكن استخدام هذه الطريقة إذا كانت العوامل من الدرجة الأولى وجذورها بسیطة) بالتالي:‎ 


x^ +1 l -5 5 
li( x) = — = — + — + — 
)2-1()2- — 3 x-1 x-2 x-3 
Íh(x) dx = إذن:‎ 
(x نیم مناسبة للمتغير‎ elkel al l e TET (تسمی الطريقة قة التي حددنا - الثواست:‎ 
)١٠١, EN) JLi 
(الطريقة العامة لتحديد الثوابت) (طريقة الطابقة)‎ 
فرق الكسر التالي إلى كسوره البسيطة:‎ 
|۵۰ ا‎ e h(x) = E لل‎ 
| Gcr D(x? xD) 
الف‎ 
ui ien شكل‎ 


x +1 A Bx4C 
= + 


ir ral لد‎ erri 


بتوحید القامات ثم حذفها تیجد : 
x? +1= AGO x4 D - (Bx C)(x +1) >‏ 
x^ 412 x*(A4 B) + + + +‏ 
بإجراء المطابقة بين طرفي الساواة نحد: 
G^) 1۸+8‏ 
(x hl) 0-A +8 + ©‏ 
© + ه 1 (الحد الثايت) 
(ساوينا بين معاملات قوى x‏ المشامبة). 
حصلنا على ثلاث معادلات خطية بثلاثة حاهیل. بحلهاء نجد: 
C=- 1‏ (طرحنا المعادلة الأولى من الثانية) 
A-2‏ (عوضناعن © بقيمتها في المعادلة الثالثة) 
1 - = 8 (عوضنا عن ۸ بقيمتها في المعادلة الأولى) 


xl 


f 2 
3 

Foa‏ د Et‏ -1 + عر + “ير 

2] 4 1 


(آقمنا ال مربع کامل» ووضعنا exer ui‏ << ) 


: ادن‎ 
1 
Id 1 ۱ 
1 سب‎ dx - | FA 0-2 | c =Í A 
x^ + +1 Ei e Pa - 2" م‎ +I 
1 3 3 | 2 xi 21 
ال[ شاد‎ ۳ +s ةا ححا‎  —6 
2 11 2 Ja Ja 
SALA و‎ 
] جدومن‎ - 21n| x1] - 1n? NER E ZEE + ع‎ 
2 B J3 


c)‏ ثابت جدید) 


(A 6 £X) مثال‎ 
x +x E 
—— dx حد التكاما‎ al 
ma m 1) قت‎ ag 


[ur 
يكتب الکسر على الشکل:‎ 


E A B C D 
(x-2)y (x«D (x-2 (x-2) x-2 x«l 
بتوحيد المقامات» نجد:‎ 
0 رب‎ = A(x+1) + B(x-2)(x+1) + C(-2) (£1)  D(x-2)? 


SA(x+1) + B(xo-x-2) + CGC-4x4) 0-1) + D(-6x^€12x-8)‏ وبمطابقة الطرفين (بالمساواة بين 
احدود d az; JI‏ الطرفين ur e‏ معامللات AX Cx‏ وهكذا...)» BC‏ 


0 = A-2B44C-8D POR LU MP S 
| = A-B-4C+4C+12D :× معامل‎ 
[ye rg 0 = B4C-4C-6D x^ معامل‎ 
l=C+D X5 معامل‎ 


لنعوض ی العادلة (۳۰, ۱۰) oe‏ 
cx‏ بالقيمة 1- (جذر العامل 1+ deci‏ - 


ع aal‏ 12خلر adl‏ د6 فتجد: - ۸ 
وای قن قر 5 Lied‏ فى العادلة الاشرگ من الجموغة Jed V3 L1)‏ << 
أخيراء نستنتج من العادلة الثالثة من نفس الجموعة: 
ac‏ و دروم مور 
و 27 27 


هنا مز جنا بين طريقة المطايقة لتحدید الثوايست وبين إعطاء قیم مناسبة للمتغیر ‏ وهذه آسرع الطراتق 
dx d dx 2f dx 2 r dx‏ 2 


1 RE 
3*(x-2)» 9 


(x-2) 27 


x—2 27" دي‎ [ 


way‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


۱6+ | سا +2 ار 25 290-27 106-27 
N‏ ا 9 كي 3 

CHAM AP XN 2: 0 abe njajo 
3d ye 2y? 9 (x— 2) 27 


(1 EY) dics 
أوجد التکامل:‎ 


d‏ ك 
لبتم 
(x bDx^ + x4 1l)‏ 


الحل 
من الملاحظ أن درجة البسط أكبر من درجة المقام» لذا نقسم البسط على المقام فنجد: 
m‏ 


x^ +1 


x + 2× + 2+1 


IX" IO TI و‎ 
بالات نوات‎ vd] 
EOE 
TI EAT Est] 


2x^ + 3x + 3‏ (الباقى) 


£l o xq EEE 
(x DG? + xD (x- D(x^ + x1) 


نكتب ازع الكسري على الشکل: 
(V, Y Y) 2x* 3x43 5 ۸ Bx4-C‏ 
(x-DG?4x4D xl x?+x+l‏ 


3r sd‏ — هو الجزء الموافق للمقدار 1+× (عامل من الدرجة الأولى «(ell‏ وأن 
سس - هو الجزء الوافق للمقدار 1+×+*× (عامل من الدرجة الثانية في المقام). 


2 Lx] 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل س 


لاحظ أن المقدار 1+×+× لا يمكن تحليله إلى عوامل من الدرجة الأولى. 


بتوحيد المقامات ی (Y * , Y Y)‏ وحذفهاء نجد: 
C) (x 4 10)‏ +ع8) + 2x^ 3x +3 = A(x^ x D)‏ 
لتحديد الثوابت» نطابق طرفي المساواة السابقة: 
الحد الثابت:0 + ۸ = 3 
معامل 0:۶ + 8 + ۸ < 3 
معامل ix?‏ 8 +۵ - 2 
بطرح المعادلتين الأخيرتين طرفا من طرف» نجد:1 = C‏ 
وبالتعويض في الأولى» فإن: 2 = ۸. بالتعويض في الثانية» نجد: 0 - B‏ 
نسمي الطريقة السابقة في تحديد الثوابت (A,B,C)‏ بطريقة المطابقة. 
لنکامل OY!‏ فنجد: 
dx dx‏ | 
ج 4 —|2 [hdx x fa- 2)dx-‏ 
كي T‏ ذا 
x* + +1‏ 2 


التکامل في الطرف الثاني پساوي: 


dx 0 dx 
x^ x«l NN EE 
2. 4 
(أتممنا إلى مربع كامل)‎ 
dx- إل‎ x => exi نجرى التعويض:‎ 
j dx di | anl [ E ings 
——— بت‎ | — M — 7 — a 3 3 
x^.x4] 2 ۷3 43 
وه ج‎ 2 
2 ره‎ 
tan +C 
J3 43 
22. zi 2x*l € 


ادن: 0+ 


2 | 
[^G9dx - a - 2 + 1 | 4+1 | tZ tan! 2x *] 


J/3 J/3 


ء ۳۰ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
CY, Y Y)‏ التکاملات من الشکل: Jf(sinx, cosx, tanx) dx‏ 
من المستحسن ف كثير.من الاحیان إجراء التحويل: 


201 X E X 
dx= .c€—-tan r&tan—-t 
| 2 2 
مع ملاحظة أن‎ 
X 
2tan- 
sinx = " -— a (۱ 
I-tan? 5. ۷ 
2 
1 tan? Ž j- 
cosx = >. - (Y 
l+tan? X LHF 
2 
tanx = -a (v 
l-t 
(1«, ££) JL S 
أوجد التكاملات | لتالية:‎ 
۴ secx i ٩ 
2tanx--secx-] 
لس نس‎ dx (Y 
(2 --cosx) 
f dx | (Y 
cosx(]1--sinx) 
[ dx 
3--2cosx 
الحل‎ 
Í SECA -dx (* 
 Atanx +secx -1 
1 
هلا — شش‎ dx = ر‎ 1 
2sinx | l zal * 2sinx -cosx «1 


COS X COS X 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۵ ۳۰ 


¿ sinx = a. = < tan =1 نج رى التغيير:‎ 


I+f” I+f 5 
ر‎ 
حم‎ cosx = 3 
م ب[‎ 
2dt 2dt at 
el سس یسب سس | بدا یس‎ 
At l-f )41-1 +7۳ + 1+7۳ ( t^ + ۶ 
2 
(Lf) Iu — md 
1+ م‎ | + 2 
dt 


fe "a - 
ل‎ = (Ln r|-Ln| + 2( +c 


tan 5 


l 
= —|n|—— 
tan5 + 2 


2 


+c = 


t+2 


cos x= t — 2: dt = —sinxdx © 2 + cosx = 1 : نضع‎ CT 


ALOT 
t 2+ cosx 
dx= em & dt = cosxdx e sinx =t : نضع‎ (Y 
يصبح التکامل عل الشکل:‎ 
di a] dt m dt 
وی‎ EO -rA U e 
1 A hb C 


+ + 
umm a? l+t 


خم نمو نز Ad-D + Bü‏ - | 
ار شی عو مال ecl‏ زین ۸-2 ثم بالقيمة: 1حاء نجد: 
| 


) < 
4 


ثم بالقيمة 0-]» نجد : 1= +8 +۸ c‏ -- 9 ومنه: 


dt 1 dt 1 م‎ dt م1‎ di 
]z— b 
IF USD و1 4۳ ۱۶ باه‎ 


TE EE املد‎ EE [e 
21+0) 4 4 


1 1. ]1 + 51: 
— 2 + [1 
A l+sinyx) 4 ۱1-۲ 
Li 2d 1 
COSX-— 7 i dx= ; —tan- =f 
1+ م‎ l+: 


نضع : 2 
يصبح التكامل على الشکل: 

| dx 211 

اا 


| | ap £ 
= سب = سس ال‎ tan س‎ +c 
۱ 7 2 / ۱ 
۳-۹ ٣ +5 y5 3 
(0102) aa 
| | 4t 
lt 1 
([— 


= tan! 7 
a + a 


+e (لاحظ آن:‎ 
a 


f dx (Y f dx (١ 
(x—4)(x—5)(x- 1) (x—D(x—2) 
EN. : 
f (x ala f dx (Y 
(x4 Dc-D* (1— xyx^ + 4) 
s sl | dx 
J 3 FAA ( f 2 2 (o 
XA — (x^—2x-4 2) 
SE b 2 
م په صم‎ ANC بيع‎ 
(x—1)^(x-2)^(x-3) (x-D(ix-1y (x^ +4) 
4 2 2 ۲ 
jz +x TCR f tem. x(4 
(x — 1) [x 2x3) 
dx dx 
2) ۷۱ 
| سر‎ 
2 ۳ 
[axe [axe 
X" +l x +l 
x ud 


: - Ix M1 j a E uitia 
x —6x^--12x-5 (x^ —3x—10) 
۱ x^ +1 


- dx (YA 
(x^ - DGa-D? 


b. 
Í E aa Ix (VV 
X +2 3 
MR 
l » digits f E tatl 
x +x + 1 | 


5 dx ۹ 
(x^ -Dix- 1) 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۰۷ 


x + AX 
dx ۱ 


casn‏ ا 
(x DG + ۴‏ 


(Yo 


f x? dx 
)1+ x^)? 


۱ x! Lx 
x? — 2x* +1 


-= (Y4 
x(x +1) 


dx (YN 


سس سس 
(x^ -2x--Dx^ + ۸۳+ 5(‏ 


f (x^ + ldx 
(x^ + DGx — 2()2-3( 
Í dx 


(۳۳ 


(Yo 


X aca 


- dx (YN 
(x^ -2x-3) (x- lI) 


E 


sInX--cosx 


dx (£ ١ 


f sinx 
 l-sinx 


— سس‎ (£Y 


COSX-c-2sInx—-3 


^ 
COS” Xx | 
۳ 75 © 
COS x--sin x 


E RE a UU SB G 
(x 4۷ + 3( 4x +5) 


C NN: 
f xXx” -x-l dx(YY 


(x^ - D(x^ —4) 
۱ ax 


dx (Y € 


x 1 


3 
E T 
(x د)(1+-‎ +5) 


X - ارشاد: أجر التخيير:‎ 
f x^ -x—2 
(x-2 (x-1) 
| ax | 
| سب‎ QC 


dx (TA 


dx | 
— s 
| (x-1 x-2) 


2 3. 
X i (Y $ 
(x —2) 
۳ سب‎ 
x(x +1 
3: 2 * 
X =f ع‎ 
L5. (۳۸ 
3+ 5 05 
م‎ dx (£* 
[ + cosx 
لخ م‎ et (£Y 
8—4sinx--7cosx 
3s1 JCOSX 
f I ی‎ du 
2s1nx -3cosx 
تست چ سس جح‎ dx CÉA 
Sin x—ósinx4- 5 
بسا با‎ — (£^ 
[ + 3005۳ x 
cosx شسم البسط والقام على‎ 


tan × =t نم ضع‎ 


(EA 


TS.‏ : ا 
sin x-3sinxcosx—cos^ x‏ 


استفد من JULI‏ السافق 


۵۰( بلإ اما dx (o‏ - ي 


7 3 i5 
(1—cosxy sin" x—53sinxcosx 


۳ if — dx(oY 
(2—sinx)(3—sinx) ` 1+ 81 x 


۱ ]-sinx--cosx 


f sinx 


- dx (o£ 
l+sinx— cosx 


(۱۲ ,۱۰) التکاملات من الشكل: 


mj "ma? 


v b)" ۷ + 2 

| A E سس‎ " 
cx d ار‎ Cx +d } | 

۱ ۱ S 1 ی‎ SS HE F&F Hie M 
عداد كسرية (قیاسیة) وضعت بابسط صورة لها. لا جراء التکامل» نجری‎ "NE 

NN TE E. ax + b uox 

nj, D», ... المضاعف المشترك الا صغر للاعداد:‎ nuc "n التغير:‎ 
| CX Tt n 


تال )£0 ,۱۰۰) 
أو جد التكاملات: 

dx dx 
Hed " az 


dx (* 


يفل 
۱ یکتب العکامل عل الشکل: 


X x? 
—— — dx= dx 
Eppe ۱ P 


المضاعف المشترك للعددين: 2 و 3 هو 6 . لنفرض أن: 
dx = 60 dte × = (t20)‏ يصبح التكامل على الشكل : 


H 5 | 1 
| سس‎ 6r dt=6|—— di 
, +1 t +1 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۰۹ 


باستخدام القسمة الطولة نجد 
ف 
بوب a‏ 5 
pw] 1+‏ 
والتکامل يساوي: 
3 45 3 
مورا ی Jr acce P LE, kp‏ 
Vx +1 7 5 3‏ 
þa 1‏ 5 2 
x5 a?‏ 6 
ا E o e ex aan!‏ 
3 5 7 
(Y‏ یکتب التکامل على الشکل: 
dx‏ 


d 
(x—1)? (x —1) 
ومنه:‎ «dx = 2 dE المضاعف المشترك الأصغر للعددين: 1 و2 هو 2. لنفرض أن: )0 < ) ۰-126 فنجد‎ 


[———29À —— «[-27. nie 
A [Tí +t 
) 1 -1(*- -(x- 1) 
- ع[ 1-عرل + 1م21‎ 6 
كشال 552 ,مدع‎ 
أوجد التكاملين:‎ 
۱ COSX 
— dr (Y dx C 
| 1 l [— 


(sinx)? + (sinx)? 


لحل 


liess dxez-x? ex-z <0 نجري التغيير:‎ . =١ 


` 2x ۱ TOO T7 m 
التكامل يكتب على الشکل:‎ 
| as -2] 5 — 7 20+ 2| +c 
۳ 
يصبح التکامل على الصورة:‎ . du=cosxdx &sinx=u gem ۲ 
۱ du 


v".‏ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


الضاعف المشترك الأصغر للعدذين: 2,3 هو 6. نفرض: 


du-6z dzeu-z?,z50‏ . بالتالى» فان: 


62^ | e ” r dz 
I3 3 dz-6|—— -ج4‎ 6| -2*04z-6]7— 


(أجرينا القسمة المطولةء OM‏ قوة البسط AST‏ من 93 المقام). 


Wd‏ کے 
ع د رج | ع EE‏ 


3 
1 1 | 
sin2x sin? x A , ۱ ۱ 
= HM + 511۳۳ x |-6ln| 1 + sin? مداع‎ 
S | | 


(۱۳ , ۱۰) التكاملات من الشکل: (e dx‏ [ 
تكامل بوجه عام بإجراء التغيير: t= e"‏ 


مال EV)‏ ۲۷ 
أوجد التكاملين: 


۱ P dx (Y [ dx CY 


A الى سب‎ e" 4 1 


e E 
الحل‎ 
.یکتب التكامل على الشکل:‎ dt = edx e e“ = نفرض آن:)‎ ) ١ 


l-e e (12-e*) (I+) 
1 A b | 1 


ابلس احم = 
سح 


۲۱+ f) 2 t lef 7 7 
dx | a OPERA 
I -In|t|-In|1£|*C إذن:‎ 


X 


[| + “م +1 *م‎ 
نکتب التکامل على الشکل:‎ . = e" dx e “هع‎ = t نضع:‎ (Y 
dt ej tdt 1 


E ند ده موز موود‎ ae 
tto Meu] 2 2 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۹ 


طريقة آخری 
e | l Jg ?* A‏ 
من الواضح م آن: ۰ )4C‏ ۰ هس | <- dx‏ | 
e cte 2 +‏ 
(البسط مشتقة iii‏ مشتقه القام) 
تمارين um e)‏ 1( 
vx ۳‏ 
Y dx (Y‏ ت 
aces ١ |.‏ 
اک ۳۴ 3 
x dx (4 xT3 dx (o‏ 
مت 7 
xdx‏ 
(A |‏ 5 


(۷ 
dun V x42 
yx-l dx 


d i | 
ERIT 50 | [ I^ 
x? + x? 
-- (NY | ar d ۱ 
xdlex* — (x-D? -Jx41 
dx ۱ dx 
۱ ja " dX )١ : f سي‎ ۲ 
x 1 + x^ x^ (24. x» 3 
f 2 (V1 ] 3 0+ 2:2) 3 ۵ 
11+ x^ 
۱ E: +3) DEUNA d (SN 
(e^* +e* +1) Adiga? 
e” | 
dx (Y ' dx (VA 
| i6 1 j 1 
e - ) أجر التغيير:‎ 


ب ني تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(۱6 , ۱۰) حساب الساحات باستخدام الإحداثيات الديكارتية 


5 مساحة المنطقة © 
شکل (۱۰,۳). 
إذا كانت ila‏ متصلة على الفترة [طبة]» وکانت cf(x)20‏ فان :S‏ مساحه المنطقة © الواقعة بين 
الستقیمن ۰۷-0 KED‏ وفوق المحور X‏ وحت المنحنى: y=fx)‏ شکل ار تساوی: 
| 
(xXx‏ گرم < S‏ 


(3*, £A) JA 


أوجد المساحة الواقعة تحت النحنی: My‏ =× وفوق حور السيئات وبين المستقيمين: 
Y‏ 


cj exl 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل vv‏ 


CY €, £4) JL 
أوجد المساحة المحصورة بين المنحتيين:‎ 


2 2 
۶۷ ۷ 


yegG)ex 


yc fG)- x 


شكل (۵ , ۱۰). 


ال 
لااد إحداثيات نقط التقاطع. نعوض عن y‏ من إحدى المعادلتين في المعادلة الأخرى. فنجد : 
x= x‏ 3-0 1 ے 0= × أو | x=‏ 
نقطتا التقاطع هما: )0,0( € (1,1) 
الساحة الواقعة تحت المنحني: y= Vax‏ (الجزء الأعلى من القطع الکافی: Gy?‏ وبين المستقيمين 
x20 cel‏ وفوق المحور x‏ (بعبارة ختصرة فوق القطعة ]0,1[ ونحت المنحنى x‏ = ۷ هی: 
۱ 3 1 | 
CN 2‏ ۱ 
xdx- 2 ] 21-2‏ أء | :4( ), ] = Sı‏ 
5 3 3 0 0 
والمساحة الواقعة نحت المنحنى: ×=(×)ع=ر وفوق القطعة [0,1]» تساوي: 


1 1 3 
5 . ۱ | E 1 


0 Ü 
المساحة ای لحصورة بين | $ لكين فتساوي:‎ ul 
2 d 


1 ۱ | كا 
حم == م — حم = فى ارق = (v o). i cS‏ 


ملحوظة )4 , ۱۰ 
بشكل عام إذا كانت c£‏ ع دالتين متصلتين على الفترة [به]» وكان: 
Fix)egix)‏ 


y-f(x) 


فان مساحة النطةة الحصورة بن النحشین 
y=g(x) y=f(x)‏ 


4۱۰ , T) شكل‎ 8, xeb والمستقيمين‎ 


b 
5 =|- 6)((4« تساوي:‎ 


a 


(bs. ex 


)۱۰ , ۵۰( JL 

آ و جد مساحة النطقة الحصورة بين النحنین: 
(Find the area of the region Enclosed by the two curves)‏ 
y=xoy =x‏ 

ا لحل 

لنحسب المساحة الواقعة في الربع الأول: 
بملاحظة xx” ol‏ على الفتر 5 ]0,1[« فان 
المساحة تساوی: 


^ A(1,1) 


3 


y-x 


1 
$i -e - dx = اكات‎ 5 9 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۱۵ 
لنحسب الساحة الواقعة في الربع الثالث: 


بملاحظة آن: ‏ < oc‏ على الفترة: [1,0-]ء فان الساحة تساوی: 


4 2 7 
فالمساحة الكلية تساوی: 


Ü 
0 4 2 
X X l | ] 
$5 = (c -x)x- ————| =) (= 
2= | ۱ E | NC 


+ د5 + إ5 = 5 (وحدة مساحة) 
كان بالإمكان مضاعفة المساحة الواقعة في الربع الأول للحصول على الساحة الكلية» OY‏ 


المنطقة الواقعة في الربع الأول نظيرة المنطقة الواقعة في الربع الثالث حيث 0 هو مركز التناظر. 


ما )4,64( 


x? + y = a“ اسب مساحة الدائرة:‎ 


شکل (۱۰,۸). 


امحل 
مساحة القرص تساوي: -a[ da? -x^ dx‏ 5 
0 


(أربعة أمثال مساحة ربع الدائرة) 


۳۱۹ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


لنضع : a sint‏ = × » فنجد: 
a 5‏ 
S = 4| va? —a sint (acost dt) = 4a? | cos? t dt‏ 
۱ 0 0 
h)‏ آن: -0«—x-0‏ 10و 7 0 < t‏ 


A ۱ 
(77 نمزو‎ 21 x = a Ola 


ta [74 


IA 
2 


- 2 


)1+ cos2t)dt = 2a}: 5 2 


I tá 


ü 
-= 226 -a^m 


ملحو ظة (۱۰ (Y*,‏ 
| ]15 كانت ع دالة متصلة على الفترة [a,b]‏ ومحقق الشرط: «g(y)20‏ فان مساحه المنطقة ۸ المحصورة بين 


ان yzb.yza‏ والمحور y‏ والمنحني: ex-g(y)‏ شكل E a q)‏ ١)يعبر‏ عنها بالصبغة: 


b b 
S = [gG)dy- | xdy 


.)۱۰, ٩( شکل‎ 


)۱۰ , 6۲( JL x 
والستقیمین:‎ × = y أو سحت اللساسة الحصورة بين القطع الکافی:‎ 
والمحور لا والواقعة في الربع الأول.‎ ۷<1, y24 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل ¥ 


ال 


4 4 
S = [xdy | رل‎ 
1 l 


1 


MITÎ 


mU 


2 
— س‎ A 
; «4 


Pa | تسا‎ 
دس‎ 
E i. 

[t3‏ دم 


2 
kei 3 


ملحوظة (۱ ۱ C t‏ 
إذاكانست وة دان sat‏ لین Le‏ ; الفحترة «[od]‏ و Ls‏ 


f(y) < gCy)‏ « فان مساحة النطقة الحصورة بين النحنین:()1< 
x=g(y)‏ 
والمستقيمين ۰۷-6 ۷-۵ شکل CA YV)‏ 


S = [Lf Q)- تساوي: «4[(« )چ‎ 


شکل (۱۰,۱۱). 


)۱۰, ۵۳( JL 
والواقعة في الربع الاول.‎ 


۳۱۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


y = 1 ال‎ 


جما ع با x‏ 


2 


2 
x =l+e-y^ هب‎ y“ =x +l+e 


مساحة المنطقة Q‏ تساوی: 


S= fota +e- y*)-e"]dy 


وم 


| y y 
—(lc-e)v— : 
(t e) 3 


تمارين(” , ۱۰) 
C‏ احسب مساحة المنطقة المحدودة بالقطع المكافئ: وتار ووز السینات. 
(Y‏ احسب مساحة الشكل المحدود بالمنحني: c y=lnx‏ والمحور × والمستقيم X=‏ 

(Y‏ احسب مساحة الشكل المحدود بالنحنی: yo x(x-D(x-2)‏ وحور السينات. 


»-8 و‎ yel والمستقيمين:‎ y! =× أوجد مساحة الشکل المحدود بالمنحني:‎ (A 

×=: ۰20 النحنی: ۷-۸ المحدود بالنقطتين‎ d أوجد مساحة الشكل المحدود‎ (o 
ix ا‎ 

wen ومحور السينات والمستقيم:‎ « tana احسب مساحة الشكل المحدود بالمنحني:‎ (A 

« (a>0)x=3a « xa والمستقيمين:‎ xy =m? أوجد مساحة المنطقة المحدودة بالقطع الزاند:‎ CY 
X والحور‎ 

CA‏ احسب مساحة الشكل المحدود بالمنحني: y m a^‏ وغور الات 


2 2 7 
X T 
. ×” 22ay « y? 22ax أوجد مساحة الشكل المحدود بالقطعين المكافئين:‎ )٠ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۱۹ 
(M‏ احسب مساحة الشکل الحدود بالقطع الکافی: y-2x-x^‏ والستقیم YEA‏ 
(NY‏ آوجد مساحة جزء القطع الکافی: < با المحدود بالستقیم: 3-۷ < ۷ . 
۲ 2 
۳ اوجد ساحه الشکل الحدود بالقطعين الحافتین: شور ار سب بو والستقیم: ردان 


2 
أوجد مساحة الشكل الحدود بالقطعين المكافئين: = ر . 4= ر.‎ 4 
2 
X l 98 $ O 
y= والقطع المكافء‎ y= : أوجل مساحة الشكا المحدود بالمنحن‎ ۸۵ 
b 2 te د والقطع‎ TES حة الشكل ود بالمنحني‎ = 
الإجابات‎ 
E 1 مم‎ LEY Ss wt 
4 2 3 
ma? (A m? In3 (V In2 (3 a(o 
32 G a 4 د‎ T 
2E ty S دا‎ ai A 12 (4 
à ( i za ( 
m xs 35 {i 4۳ 
كه‎ 3 3 


(۱۵ ,۱۰) طول قوس منحن معرف بمعادلته الديكارتية 
إذا آعطی المنحنى ©. بالعادلة الديكارتية: (10 = ۰۷ حيث#دالة قابلة للاشتقاق على الفترة 
s [a,b]‏ ومشتقتها " 7 متصلة على هذه الفترة» فإن طول قوس النحنی الواصل بين النقطتین 


272 |: يساوي‎ » 8)0,1)2(( sA(a.f(a)) 


)١٠١,65( JU 


— سیم‎ ۱ |» "M 
.0 ونقطة الأصل‎ AIZ) أوجد طول قوس القطع الکافی ”×< = « الواقع بين النقطتين‎ 


dx —sec?tdt x = tant : لنضع‎ 
t -0«—tant فان: 0ح‎ «x =0 إذا كان:‎ 
t =Z & tant =1 فإن:‎ «x =1 إذا کان:‎ 


A 


à 
V1 + tan? t sec? tdt = | sec? t dt 


0 


L= 


۳۲۰ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(لاحظ آن: tan?t = sect‏ +1( 
وبالاستفادة من YU‏ , ۰ فان: 


m 
4 


L= | ; tanx secx + مع ةما‎ +tanx | 


0 


۳ 


L- Fi + 2 +1( إدن:‎ 


(tan0-0«Ln1-20 ê S. ول‎ TE Ly) 
7 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Tv‏ 


ملحوظة (s. | Y)‏ 
إذا أعطى المنحنى ) بالعادله:(۷)ع<. حيث ع داله قابلة للاشتقاق على الفترة [c,d]‏ ومشتقتها 
متصلة على هذه الفترة شكل O e, VE‏ فان طول قوس المنحني الواقع بين النقطتين: 


cA(g(c).c)‏ (ل,(8)8)0 يعطى بالصيغة: 


)۱۰, ۵۵( JL 


۰ = 
اوجد طول قوس آانحنی: x-l y?‏ 
الواقع بين النقطتین 0 (نقطة الأصل) والنقطة ACAD)‏ . 


امحل 


| 
L= (41 (g'(y))* dy = | (1+ ydy 
0 o 


ELI us AE un x QA os 
-— Dess ليفقت )ري‎ 1 
Ste»? Al ۱ (22 ) 


شكل )38 , ۱۰). 


قارين (۷ , ۱۰) 
آوجد طول قوس كل من النحنیات العرفة فيا يلي» والحصور بين النقطتین الوافقتین للقیمتین 


المرفقتين: 

=å , x0) y* x‏ “لوحن x20)‏ وادين 
(x28 , x23) y -Inx(£ (x21, x20) y=e” (f‏ 
o=% ; ys0) xslin(secy) (1 )x=[ , x=0) y=sin (e *) (o‏ 


| | د‎ [1 
k yl) ji" SQ 


TYY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


| E 
(y22, y-l) x»0 حبث‎ » x-44- y? apr (^ 
y 
(0 الاجابات‎ 
2 +1۱0: 2 2) (Y Z 00/10-0 
— fl F چ‎ | ۱ 
Le In (f ول ا‎ ase 7002 بم‎ 
E ۳" ۱ 
۱0۵+ J3) (1 In(e ve^ -1( (o 
2182 (A ze +1( ۷ 


(۱۳ ,۱۰) الحجوم الدورانية بطريقة الأقراص الدائرية 


I) 
Alaa) س‎ 


O 


A, N90, شک‎ 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۳ 


| إذا كانت f‏ متصلة على الفترة [a,b]‏ وکانت 100020 فإن: الحجم الناتج من دوران النطقة الواقعة 


| تحت القوس AB‏ والذي مبدؤه Ala, fa)‏ وهایته  B(b.f(b))‏ وفوق القطعة [a,b]‏ عند دورانها حول 


المحور X‏ شكل O7, V‏ يساوي: 


b b 
V = | afo dx = [zy*dx 


c c 


مشال )*3*,0( 
أ جد ا لحجم الناتح من دوران المنطقة الواقعة تحت القطعة [0,A]‏ وفوق القطعة [0,2]» عند دورانها 
حول الحور «x‏ علما آن: (بع)ع۸. 
الل 
احجم اخاصل هو مخروط دورانی 
رأسه 0 وطول نصف قطر قاعدته 
b‏ وطول ار تاه و 
معادلة المستقيم ۸ هي : 

y 


Br 
y——X خس جح سح ووه‎ 
a X da 


NS ü a b 
V - | ر‎ x= 7] Y xtde El => فا‎ 
^ m ۳ ع‎ 


مسا سحة القاعدة X‏ الارتفا ع 9 
s o 2670 (0‏ 


3 3 


TYÉ‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
aaa g‏ 


3 
مثال )٠١ , 0Y)‏ 
آو A‏ الحجم الناتج من دوران نصف الدائرة: 


عند دورانها حول الحور X‏ 


الحل y‏ 
x*‏ - كه لود دب 


A(-a,0) 0 B(a,0) " 


.)۱۰ , M) شكل‎ 


لاح ظ أن نقطتى تقاطع نصف الدای e a‏ المحور cx‏ ما: B(a,0)‏ 
و A(-a,0)‏ فا حجم یساوي: 


V رام‎ "dx اج‎ (a° - عر‎ Ie 


—ü‏ سب 
£a‏ 
او و E 2| a‏ 
ü‏ 


oY)‏ دالة التكامل دالة زوجية) 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۲۵ 


x? 1 ۱ a 4 


3 


0 


شكل (۱۹ , )٠١‏ فإن الحجم الناتج من دورانها يعطى بالصيغة: 


b b 
V = [z(gCy dy = | “ندج‎ dy 
un 


C8) <0 » [a,b] دالة متصلة على الفترة‎ g) 


)٠١ , 0A) مشال‎ 

[A B] ا‎ ada بن‎ y na 

والقطعة [0.H]‏ والمستقيمين y=0‏ و اتا و 75281307 + 
دوراضا حول الحو 5 DL Dy‏ 

۸ رک‎ . B(r,h) «A(R,0) 


شکل (۱۹ , ۱۰). 


y-0 A 
۲-  r-R 
. و متك‎ 
م سے‎ PR = e 
h 
x=R+ “Ry 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


TT 
í f r- R 
V = [zx "dy = 7| (R + — dy 
g ; 0 
zh l r—RKR 3 r—R 
= ——— |) + y) (——dv 
21. 7 ۲ ( ) 1 y) 
h | 
2h. (ga D قو‎ | zh (r? — R?) 
3(r — R) h o 3r-—R) 
إذن» حجم جلع المخروط يساوي:‎ 
طول نصف قطر القاعدة الكبرى.‎ R 
القاعدة الصغرى»‎ das طول نصف‎ r 
)۱۰ , VE) ib ملحو‎ 
Y i adt ال‎ Sedo ME الحوریه‎ meo IG] 


cA(h,k)‏ فان صيغتى الا (lena‏ الل بلج تربطان 
اللاحداثيين b Guy)‏ حدائین LA (X, Y)‏ 


X 1 < 1 + 
۷ < 16 + 


3359 1 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Pyy‏ 


مشال (۱۰,۵۹) 

آوجد الحجم الناتج من دوران 
المنطقة © الحصورة بين المنحنيين 
y - 2‏ و1- «x‏ عند دورانها 
حول المحور: 


mex] 


.)٠١ YY) شكل‎ 


ال 
لنسحب الحورین الإحداثيين إلى النقطة -A(1,0)‏ 
صيغتا الانسحاب:۲ x=1+× , y=‏ 
معادلة القطع الکافی: y^ = X‏ بالنسية للمحورين XSY‏ هي : 
=1+X‏ ۲۶ حه 1- ۲۶ - g(Y)2 X‏ 
الحجم الناتح من دوران المنطقة الظللة حول الحورل يساوي مثلل الحجم الناتح من دوران النصف 
العلوی من هذه المنطقة ویساوی: 
(g Y (۲ - 27] Y 2-7 2r Y * - 2 (۲‏ ]2 


1 | ۱ 
15 15 ر 5 


بصورة آخری: ادا اعتيرنا p(x,y)‏ نقطه من نقاط القطع العطی فإن نصف قطر الدائرة التو ترسمها 
هذه النقطة عند دورانها حول المستقيم: x=]‏ (الوازی للمحور (y.‏ پساوي: y?‏ - 1 بر - 1 ان 
بالتالي فان الحجم المطلوب يساوي: 


| 1 
V - 2| zr^dy -2|zü- ر‎ (dy 
0 Ü 


1— تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(Ve, YV)‏ الحجوم بطريقة الشرائح الأسطوانية 


The Volumes by Cylindrical Shells 


[ذا داز الطب ل تاش الشكل SONIS‏ 
حول المحور cy‏ فان الحجم الناتج من دورانه يساوي 
الفرق بين حجمي أسطوانتين: 

الأولى طول نصف قطرها 

يساوي payr‏ ساری؟ 2771 . 


والثانية طول نصف قطرها يساوي 11 و ححجمها 
پساوي: 7۳ . 


h)‏ الارتفاع الشترك للاسطوانتین) 


]03 حجم هذه الشريحة الأسطوانية يساوي: 
h = mh -A)r +7)‏ كور ır h—‏ 


من الملاحظ أن الإحداثي السيني للنقطة 


C‏ منتصف [A.B] $4 Le Jl‏ یساوی: ,م بالتال 


ram 


فان حجم الشريحة الأسطوانية يساوي: 


2zrhr Ar 


۱ 
[ 
۱ 
۱ 
l 
0 
I 
1 
l 
I 
[ 
[ 
١ 
i 
۱ 
I 
l 
F 
00 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل TEM‏ 


Ar)‏ سمك الشريحة الأسطوانيةء : المتوسط الحسابي لنصفى قطري الأسطوانتين الداخلية 


والخارجية» h‏ ارتفاع الشريحة). 


لتكن f‏ دالة متصلة على الفترة [طبة]» حيث: | 
.f(x)20 «a20‏ 


(Y, Yo), o‏ حول المحور9» يعطى 
بالصيغة: 


V = م۳‎ (x )dx — | درم‎ 


تسمى هذه الطريقة بطريقة الشرائح الأسطوانية لإيجاد الحجم. 
f (x)‏ ارتفاع الشريحة . X‏ بعد النقطة P‏ عن محور الدوران. 


(3 rV Nw) udi a 
بطريقة‎ y حول المحور‎ (OY, YTO أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المظللة في الشكل‎ 
الشرائح الأسطوانية.‎ 


"Y.‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ملحو ظة |o)‏ و" ۱( 
لتكن ع دالة متصلة على الفترة ced]‏ حيث: .g(y) <0 «c20‏ 


الحجم الناتح من دوران النطقه الظللة في الشکل (۱۰,۲۷) حول الحور (X‏ ۱ يق ةالشرائح 


d d " m | 
V = | و2‎ (y ddy = [2zyxdy الاسطوانية» يعطى بالصيغة:‎ 


.)۱۰ , YV) شكل‎ 


مال 4A)‏ .15( 
أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المظللة في الشكل 
(Y, YA)‏ حول الحور × بطريقة الشرائح الأسطوانية. 
الحل 

4 
E: 2T 3 


à 
f| 27y ydy = 
0 


3| a 


الدوال الاسية واللوغاريتمية. التکامل ۳۳۱ 


تمارين (۱۰,۸) 

 روحلاو‎ y 22x- x? أوجد الحجم الناتح من دوران المنطقة المحدودة بالقطع الکافی:‎ (١ 
X عند دورانها حول المحور‎ 

(Y‏ أوجد حجم مجسم القطع الناقص المتولد من دوران القطع الناقص: 2-1 س2 حول 
X. y aod‏ 

(Y‏ آوجد الحجم الناتج من دوران قوس المنحني: x‏ “2-515 الحدود بنقطة الأصل والنقطة: 
(۸),۵ عند دورانه حول الحور X‏ 

(f‏ آوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة الحدودة بالحور × والستقیم XEL‏ والنحني: 
c y? =‏ عند دورانها حول الحور x‏ مرة وجول الحور y‏ مرة آخری. 

(e‏ آوجد الحجم الناتج من دوران النطقة اللامائية الحدودة بالحورین الإحداثيين 
(x <0(‏ والمنحني: cy —e‏ عند دوراها حول: 
x sol (1)‏ (ب) الحور y‏ 

41 آوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالقطع الکافی: y^ o Sx‏ والمستقيم: X2‏ 
عند دورانها حول: 
([)الحور y‏ (ب) x22 jl‏ 

(Y‏ أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمنحني: :2 = y^‏ والمستقيم: 


1 
dte = —‏ دو x]‏ ل M ١‏ : 1-< ۲ . 
۸ آوجد احجم الناتج من دوران النطقة التي ها الحم الغا تق من النحني: 


X حول الحور‎ Lolo ss عند‎ » (x—4)y? = x(x — 3) 


الإجابات 
(Y Tb CY EDI (۱‏ 3 
15 3 ۵ 
(É‏ حول ×: p‏ حول =m :y‏ 
4 7 
0 ( حول ۲ ج »حول MUT LA‏ 
1( حول EKE MW m uh duoc om y‏ 
à‏ 5 15 
| | 7 
(15—161n2) ) 3 ۷‏ — 
n2) ) 2 (‏ 3 


Pry‏ تطبقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


)٠١1(‏ مساحة سطح دوراني 


Area of a Surface of Revolution 


لتڪن 1 داله متصلة وغير سالبة معرفة على الفترة [a,b]‏ ومشتقتها متصلة على هذه الفترة شكل Y8)‏ , ۱۰). 
مساحة السطح الناتج عن دوران قوس المنحني y=)‏ المحصور بين النقطتين AB‏ حول المحور X‏ 
شکل (۲۹ , ۰)۱۰یساوی: 


Aaf LHO dx) أو‎ 


.)۱۰ , Y4) شكل‎ 


وذلك نمالا حظة ds —4 | | + y'* dx za‏ (تفاضل طول القوس) 


(iv E 
حیث:‎ CX حول الحور‎ [O,A] آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران القطعة المستقيمة‎ 


(طبة )۸ . 


ال 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل pyr‏ 


S = [2m 1 y'? dx 
(0 


b 
هی: 2 - ر‎ OA معادلة المستقيم‎ 
ien T s - 
ادد:‎ 


5 = [220.0 +ال‎ C? dx 
0 a a 


_ 2a +92 $ 


7 


| 2zb a^ ب‎ b^ a? 


۳ 
Ci 2 
4 


| OA|= Ya? b? وبملاحظة أن:‎ 


فان سطح المخروط الذي طول نصف قطر قاعدته ا وطول حرفه الجانبي .1 » هو: 


ادا دار قوس المنحنى: x-g(y)‏ الذي بدايته: A(g(c),c)‏ ونبايته: (8)8)0(,0 حول المحور cy‏ فان مساحة 
السطح الدوراني الناتج تعطى بالصيغة: 


d 
S = [2zg (yW 1+ (g'(y)) dy 


حيث g‏ دالة قابلة للاشتقاق على الفترة [c.d]‏ ومشتقتها متصله على هذه الفترة؛ وحشق الشرط: 
g(y)20‏ 


(A. ATL 
×= da? — y? الى أرقا موسر الباق ا تب ادف‎ E اد‎ 
.)۱۰ , Y 9 (شکل‎ y حول الحور‎ 


rre‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


de 


إذا كان طول ارتفاع القبة يساوي h‏ فان الاحدائي 
الصادي للنقطة ۰۸ هو : „a — h‏ 


مساحة القبة الكروية الذي طول ارتفاعها h‏ يساوي: 


)۱۰, ٩( تمارين‎ 

C‏ ما هی مساحة المرآة الناتجة عن دوران القوس الکافتی OB‏ شکل (۱۰,۳۲) عند دورانه 
حول الحور X‏ 

(Y‏ آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران قوس 
المنحني: yssinx‏ المحدود à lao‏ الأصل 
والنقطة (2,0) عند دورانه حول Xj gold‏ 

X أوجد مساحة السطح الناتج من دوران قوس‎ (Y 
المحصور بين النقطتين‎ y=tanx المنحني:‎ 


الموافقتين 20 د - :د عند دورانه حول الحور X‏ 


| B(1,—4) 
c شع م‎ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل وعم 


(f‏ آوجد مساحة السطح الناتج من دوران قوس النتی: ةدر المحدوة بالنقطتين 
الموافقتين x20‏ . 00 = × .عند دورانه حول الحور x‏ 
l 1 gii B de s " :‏ 

ge^ duy او جل مساحة السطح الدوراني الناتح عن دوران فوس المنحني:‎ (o 
X. عند دورانه حول الحور‎ yze ۰۲-1 المحصور بين النقطتين الموافقتين‎ 

A‏ آوجد مساحة السطح الناتج عن دوران الدائرة: 1= *)2- x^ (y‏ عند دورانها حول 
المحور . 

x? y? T" 19 ۳ ۱ à 3 | 

۷( او جحد مساحة السطح الدوراني الناتح عن دوران القطع الناقص : الحم ا 
دورانه: 

الاجابات 

2/2 + in(/2 +1) f: 1f afs y5 -8( 

a2 wo 2) 2005-2), e AE 

5+1 


(ee? +e+4) )4 


7 8 : ضع برعل الشکل: 21-2 حبر 


بأخذ الإشارة الموجبة نحصل على السطح الخارجي للحلقة. 
وبأخذ الإشارة السالبة نحصل على السطح الداخلي للحلقة. 


SÜT. . 200r . 13 
5 )( + 4 ty ۱ 377 + ود‎ — dE a V 


)14 , ۱۰) أمثلة عامة 
General Examples‏ 


(e£) Es 
بدون الاستعانة بالرسم» أوجد المساحة المحدودة» بالمنحنيين:‎ 
f (9 = G^ -0(x-2) دوعي‎ G^ - DG -4( 
الحل‎ 
لندرس إشارة المقدار:‎ . IR. و ع دالتان متصلتان غلل‎ f من الواضح آن:‎ 


(1+عد)(2 G^ -Dx-‏ < () - )و 
(x -DG -2)x +1%‏ = 
Am‏ الإشارة کا هو موضح s PE‏ تشک التالی: 


+ + s T 


2 1 ]- 
(باستشاء الحذور: 1,1,2 » فان الاشارة ما بين الحذرين 1,2 سالبة وموجية ما عدا ذلك) 
فالمنطقة المحدودة بين المنحنيين بشكل تقريبي» كا هو موضح في الشکل: 
fa)‏ ()ع على الفترة [1,2.] 
gG) > /)(‏ على الفترة ]1.2[ 


فالمساحة تساوي: 
2 
)x pdx =‏ ع (x ))dx + (f (x)—‏ يد م 
| 
| 
*:2)dx +‏ ز- *:2 - ۲ ءر) - (4 + * 5 - jte‏ 


fto |—2x^—x-2)-(x"—5x*--4)]dx = 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل TTY‏ 


i 2 
|): - 32 -x? ex + 2)dx + |) + 36^ د-‎ —2)dx = 
=] ۱ 


i 5 4 3y? ad J2 
| a لالد ال‎ aes 
| د‎ 4 3 2 


. 60 
20 


(3«, Veg. i s 
والمستقيم: ×= ل‎ X = 2 - y^ أوجد مساحة المنطقة المحدودة بالمنحني:‎ 


المساحة تساوي: 
y y^ l 9‏ " | ۱ 
uu ! |; — gu YO pom] 2y ol uu — lI‏ 
S| à‏ ^ 2 10 بر - leo) f Qe IE  2(‏ 


— A(2,-2) 


شكل (۱۰,۳4). 


(3«, 1) dL 
(mx والمستقيمين: ۱-0 و‎ yo 2 أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالنحنی:‎ 
. عند دورانها حول الحور‎ 


YYA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


خر ام Pixy‏ 


.)۱۰ , Yo) شکل‎ 


الحل 
eel (d‏ يساوي: حجم النطقة النتجة من دوران القوس 4 حول الحور ۶ مطروحا منه 
الحجم الناتج من دوران القطعة [0,8] حول نفس الحور. لایجاد إحداثيي النقطة B‏ نقطة 
التقاطع بين المنحني: 2+ ل = ر والستقیم: YEK‏ نساوي بين قيمتي cy‏ فنجد: 
x20‏ , ×= 2+ لا ”×= 2+ × (بتربيع الطرفين) ea^ -x-2-0e‏ 
(x20 :0N) × =2 © (x-2)x41) 20‏ 
۱حجم النطقة الناقة من دوران AB‏ حول الحور ex‏ هو: 


2 2 2 | 
۷7 جم ح‎ [CF GO)" dx جيب‎ | (+ 2)dx Les — 7 
-2 -2 : ED 
هو:‎ aX حول المحور‎ [OB] ؟)الحجم الناتج من دوران القطعة‎ 
س‎ i 2 m^ _ 7 
^?) "i X 3 ۱ 3 
87 6 
V ...نت‎ a S 
3 3 


ب) طريقة أخرى باستخدام الشرائح الاسطوانية: 


V - 22] yf 6-80 xy 
0 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل Prq‏ 


V - 2] yO - (y7 -2)dy 
0 
بعد الشريحة عن مور الدوران)‎ y cie AE طول‎ (f (y) g(y))) 
2ج‎ T 2y dy =2r -V y: ا(‎ 


0 


- (ه+4- )جرد‎ - m 


)۱۰ , ۰۷( JU 
و الستقیمین:‎ y=lnx جد حجم الجسم الناتج من دوران المنطقة الحدودة بالنحنی:‎ jl 
y و 2=×» عند دورانها حول الحور‎ y=0 


[NT 


TEP aA 


بطريقة — 


2 2 2 
V = جر‎ | 27 xydx =| دسا‎ dr = 27 دما‎ 
| 1 


y 


dV - LdxeV > دا‎ = — e duc xdx (وضعنا‎ 
» 


وكاملنا بالتجزيء) 
ib‏ 2 
-2m| 21 =-—‏ 


Z 3 
E | من یهایس‎ 
4| 4 


| senis 
2 


مكنال اي C‏ 
أوجد مساحة السطح الناتج عن دوران قوس المنحنى: y S 3x‏ المحدود بنقطة الأصل 
و النقطة: )2 .45 0000 


سل 


3 3 
۱ 2 3 
ELI E zo»? - ۱ 


3 
6 5 


مشال )54 , ۱۰) 


شکل (۱۰,۳۷). 


آوجد الحجم الناتح من دوران النطقة الحدودة بالستقیمین: ley = 2x‏ = × ومحور السینات عند 


دورانها حول الستقیم: 5 Xm‏ 


ال 
(طريقة الشر ائح الاسطوانية) 


ال 

حور الدوران؛ هو الستقیم: 
x = 5‏ الوازی للمحور (y‏ 
بالتالي فإن: 


.)٠١ ,"8( شكل‎ 


Yy‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


y ارتفاع الشريحة يساوي:‎ (i) 

(ب) سمك الشر e‏ الأسطوانية يساوي ۸۵۲ . 

(ج) طول نصف القطر الوسطی لاسطوانتی الشريحة يساوي بعد النقطة POY)‏ عن حور 
الدوران» ویساوی: x‏ - 5. 

. 22y (5 — X)AX حجم الشريحة الاسطوانية التقريبي هو:‎ (o) 

(ه) الحجم الطلوب يساوي: 


l 


: | 2 3 
حك‎ 2| y(5 - xdx- 2z| 2x(5 — x)dx -a يد‎ -2 _ 27 
ü 0 2 3 Jlo 3 


(Y1, V*) مشال‎ 


" A dn ous ۲ "m " ۱ 1 

أو جد الحجم الناتج من دوران dilsi]‏ المحدودة بالنهنی: y — 4x‏ والستقیم 4 - ۷ 
الصادات» عند دور انا حو ل المستفضم: 3- V=‏ 

وحور ورانها حو : y‏ 


ال 
(طريقة الشرائح الأسطوانية) 

حور الدوران هو الستقیم: 

3 - = رالموازي للمحور ox‏ بالتای فان: 
Ó)‏ ارتفاع الشريحة يساوي: x‏ 

(ب) سمكها يساوي: AY‏ 


حور الدوران سردو 


Our شكل‎ 


الدوال الأسية واللوغاريتمية. التكامل TOT‏ 


(ج) طول نصف القطر الوسطي لأسطوانتي 

الشريحة يساوي بعد النقطة POcy)‏ عن مور الدوران» ويساوي 2+3. 
(د) حجم الشريحة الأسطوانية c us l‏ هو: (y 3)Ay‏ ×27 
(ه) الحجم الطلوب. يساوي: 


4 4 1 3 1 
| Amy + 3)dy | د‎ y2? | yc-3dy- H y2 -3y? م‎ 
0 0 | ۱ 


5 3 
dbi» -a| 2 520 | dim a 
- 0 " 


dm 


oy og)‏ عشر 


القطوء المخروطية 


CONIC SECTIONS 


(۱ ,^( القطع المكافى 
The Parabola‏ 


تعريف D‏ ,3( 
القطع المكافئ: هو مجموعة النقاط M‏ في الستوی. والتي بعد كل منها عن نقطة ثابتة ۴ في هذا 


| الستوی يساوي بعدها عن مستقیم ثابت» شکل V)‏ ۱9 
نسمي النقطة الثابتة (The Foucus) à j JU F‏ والمستقيم الثابت بالدليل. لیکن G‏ مہ قط F‏ 
على «(Directrix), LJ.‏ ولیکن 2d‏ طول القطعة .[FG]‏ 
لنختر المحاور الإحداثية بحيث ينطبق المحور السيني على GF‏ وينطبق الحور الصادي على 
العمود المنصف للقطعة [FG]‏ شكل Y)‏ , ۱۱). 


لنحدد إحداثيات النقطتين: EM‏ كما يل : 


E 3 (a,0), M z (x,y) 


Yo 


۳۶۰ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


M(x,y) 


(The focus) البؤرة‎ 


F=(a,0) 


0 
y“ = dax, a > Û 


(The directrix) الدليل‎ 


A= -tl 


الشكل 4,0( 


(The equation of the parabola) « AS معادلة القطع‎ 
ole )۱۱, ۱( من اللاحظ فى الشکل‎ 


(45.4) I FM | (a - x)? 4 y? 
| HM | عد‎ + a 


حيث H‏ مسقط M‏ على الدليل. وآن معادلة الدليل هی —a‏ = × 
Y) [FM] = [HM| ==> |FMf = ۷۲‏ 15( 


بالتعويض من (۱۱,۱) في (۱۱,۲) نحصل على الساواة: 
(x-a)? + = Ga)‏ 


ومنه: ”ج + x^-2ax + a^ 4 y^ =×” -2ax‏ أو: 


Y £V القطوع المخروطية‎ 


HE 
بشكله القيامى.‎ : S -— و هده معادلة‎ 
بیان القطع المكافئ (1 لحن البياني)‎ 
التئاثل :من المعادلة (۱۱,۳) یتضح أن القطع المكافئ متعاثل بالنسبة للمحور السيني.‎ 
C, T المحال والمدى :نجد من‎ 
(33, £) 
]0,۰0( فمجال القطع هو الفترة:‎ 
IR ويظهر من المعادلة )£ , ۱۱). أن مداه هو:‎ 
دراسة تغبرات النحن‎ 
نجد أن القسم الواقع في الربع الأول تمثله العادلة:‎ (Y Y, 5( من العادلة‎ 
(134.0) 


وهذه illa‏ متصلة على الفترة: )0,00[ . يقطع هذا الجزء المحور السيني عند نقطة الأصل 
والتی نسميها رس القطع. يمكن الاستدلال من المشتقة الأولى والمشتقة الثانية للدالة الممثلة في 
المعادلة (۵ , ۱۱) أن الدالة متزايدة على Ule‏ ومحدبة على الفترة (0,۰0) . 

برسم هذا الحزء» ثم بإجراء PEI‏ حول المحور السيني نحصل على بیان القطع» شكل 
Y)‏ ,۱۱). لاحظ أن المحور الصادي يمس القطع عند رأسه. 


The axis of the parabola 


y‏ القطعء 


The vertex 


o الر‎ 


م | 


شكل (۱۱,۲) القطع الکافی. 


الأشكال الأخرى للقطع المكافئ 
لو أعدنا الحسابات نفسهاء لکن باختيار F‏ على الجهة السالبة للمحور السينى تارة وتارة 
أخرى على جهتى المحور الصادی لوجدنا معادلات مشابهة لما وجدناه في العادلة (۱۱,۳). بشكل 


cale‏ المعاذلة* 


قثل قطعا مکافتا رأسه نقطة الأصلء متتاثلا بالنسبة للمحور السینی فتحته الى الجهة اليمنى شكل 
(OY)‏ ۰ 

لاحظ أن: (2,0) F=‏ وأن معادلة الدليل هي: ۵ -= x‏ والمعادلة: 

قثل قطعا مکاففا رأسه نقطة الأصلء متاثلا بالنسبة للمحور السينى فتحته إلى الجهة الیسری 
ل )1 ,0 (o3‏ لاحظ Ee C-.0) al‏ وأن معادلة JU‏ :هب 

والمعادلة: 


مثل قطعا مکافتا رأسه نقطة الأصلء مت‌اثلا بالنسبة للمحور الصادی فتحته إلى الجهة العلیا 
شكل (۱۱,۳) (ج). لاحظ أن: a)‏ ,۴=)0 وأن معادلة الدليل هى: y=-a‏ 
والمعادلة: 


مثل قطعا مکافتا رأسه نقطة الأصلء مت‌اثلا بالنسبة للمحور الصادي فتحته إلى الجهة السفل 
شكل O3, Y)‏ (د). لاحظ آن: F=(0,-a)‏ وأن معادلة الدليل هى: ه = y‏ 


The parabola opens to the right 


القطع الکافی فتحته نحو اليمين 


(H) (=) 


The parabola opens upward 


القطع المكافىئ فتحته نحو الأعلى 
l x“ —4ay‏ 


©) 


شکل (۳, ۱۱). 


Yo.‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(Y, ۱( JL 
حدد عناصر كل من القطوع التالية:‎ 
y! = 3(۳ y^ = -6x (! 
x^ —-2y(í x? < 4۷ ۲ 


de 
القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني» فتحته الى الجهة اليسرى ورأسه نقطة الأصل. بؤرته‎ )١ 
T NETTE. ودلمله:‎ 

2 ; 


3 | 
ادن: و = (0,0-) = F‏ » ومعادلة دليله: >- X= dû‏ 


,4.5 شکل )03,1 (ب). 

۲ القطع متاثل بالنسبة للمحور الصادي فتحته نحو الأعلى ورأسه نقطة الأصل. برته 
و دلبله : 4حع4 > a=]‏ 

اذن: )0,1( = )0:3( F=‏ ومعادلة دلیله: - [- = ج- = y‏ 
یشبه شکل )0,1 (C)‏ 


CY‏ القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني» فتحته ال الجهة الیمنی ورأسه نقطة الاصل. بورته 
ودلیله: 46-3 2 - ۾ 
F= (a,0) - C0) : o3]‏ » ومعادلة دليله: د مدن 
بشي شكل (۲, C‏ (1): 
£( القطع متهاثل بالنسبة للمحور الصادي. وفتحته نحو الجهة السفلى ورأسه نقطة الأصل. 
بؤرته ودليله: 2 = »4 > <= » 
إذن: )0-2 = F = (0,—a)‏ » ومعادله دليله: -= y-a‏ 
يشبه شكل )١١,7(‏ (د). 


ملحوظء (۱ , ۱۱) 
إن النقطة M‏ في الستوی يعبر عنها بالصورة: 


da وهذا ما نستخدمه فیما‎ M=(x,y) M(x,y) يعني أن:‎ MeGoy) أو‎ Moy) 


القضوع المخروطية Toj‏ 


Y)‏ ,۱۱) القطع الناقص 
The Ellipse‏ 


)۱۱, D تعريف‎ 


القطع الناقص: هو مجموعة النقاط ۷ في الستوي. والتي مجموع بعدي كل منها عن نقطتين ثابتتين 
۴۴ يي هذا المستوي يساوي بعدا ثابتا مقداره 24 »شکل )£ ,33( 


من التعريف نجد أن: 
USD |FM| + [FM] = 2a , a > 0‏ 
تسمى النقطتان ,"1 بالبورتین. والمستقيم ۴۴ بالخط البؤري» وطول القطعة [FF]‏ بالبعد 
البؤري» لنرمز هذا البعد الثابت 
بالرمز 26 فنجد: 0 [FF| 22c,c»‏ 


The center 


شکل (4 , ۱۱). 


لنختر المحاور الإحداثية بحيث ينطبق المحور السینی على الخط البوري وينطبق الحور الصاديی 
على العمود المنصف للقطعة F]‏ "1]. 
لنحدد إحداثيات النقاط FFM‏ کہا يل : 


F'(-c,0) 3 F(c.0) 3 M(x,y) 


woy‏ تطبيقات فى حساب التفاضل والتكامل 


من الملاحظ في المثلث FMF‏ أن : 
N) FM| + [FM| = 2a > 2c <+ a > ©‏ ,3( 
(مجموع طولي أي ضلعين في مثلث أكبر من طول الضلع الثالث). 


معادلة —- الناقص (The equation of an ellipse)‏ 
من الملاحظ في الشكل (5 ,۱۱) آن: 


F'M |* I 2 
(11,۸) | F MI -(xtc) +y 
| FM = (c - “زر‎ y^ 


بالطرح نجد: 
EFM} - [FMF = 4xc‏ )33,4( 
ER‏ 
(FM| + |[FM]) (FME [FM] = 4xc‏ 339( 
وبالتعويض من (1 CY Y,‏ في المساواة السابقة نحصل على المساواة: 
2a ([F'M| -|JFM] = 4xc‏ )3,30 
أو: 
لت Cd) |۳۸ |-| FM j‏ 


لكن من المعادلة IFM] + [FM] 22a :CY V, DV‏ 
بجمع المعادلتين السابقتين وطرحه| والتقسيم على 2 نحصل على المعادلتين: 


CX 


|F'M | + — 
Gt pg i 
| FM l-a-—x 
Df 
من العادلة (۱۱,۸) و (۱۳ , ۱۱) نجد آن:‎ 


۳ YE) (a4 ŽP بیع‎ (2 4 y? 
e 


القطوع المخروطية tar‏ 


وبالفك والاختصار نحصل على المساواة: 


(13,38) x (a? اك‎ pLE y a ال‎ ee 
is NU es ۲ 
نحصل على الساواة:‎ a )8"-6( وبالتقسیم على‎ 
2 E 
| A y 
L3. 339 dr EY ~=] 
a a-c 


a'-c? < 0 فان:‎ «(OY وحسب‎ 


وهذا يسمح لنا أن نضع: 
PT. ND ac -b'ea-D-.a-»b50‏ 
ومنه نستطيع إيجاد c‏ إذا علمنا a,b‏ أو إيجاد b‏ إذا علمنا © à,‏ 
بالتعويض من Y V)‏ ,۱۱) في المعادلة (۰)۱۱,۱۲ نحصل عل الساواة: 
eg‏ دق D I‏ 


2 b^? 


a^ b° 
وآن البورتين تقعان عل الحور السینی.‎ cab لاحظ في الشكل القیامی السابق للقطع أن‎ 


بيان القطع الناقص (النحنی البياني) 
FiA‏ 
یتضح من المعادلة (۱۸ ,۱۱) أن القطع متعاثل بالنسبة للمحور السيني والصادي. بالتالي هو 
متماثل بالنسبة لنقطة الأصل. إذن» يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم بإجراء التماثلات 
المطلوبة نحصل على القطع بأكمله. 
الجال والمدى :من المعادلة (۱۱,۱۸) نستنتج آن: 
2 ل ±= و 31 
فمجال القطع هو الفترة:۵1 a,‏ -[ 
ویحساب x‏ بدلالة y‏ نجد أن مداه هو : b, b]‏ -] 
التناقص والتحدب 
من العادلة (۱۹ (OY,‏ نجد أن القسم الواقع في الربع الأول یمثل بالعادلة: 
Nur MT‏ (۱۱,۲۰) 
وهده دالة متصلة على الفترة: ١ [0,a]‏ 


vot‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


يقطع هذا الجزء المحورين الإحداثيين عند النقطتين: 
A= (a, 0), B < (0, b)‏ 
يمكن الاستدلال من الشتقة الأول للدالة المثلة فى (۱۱,۲۰) آنا متناقصة غل مجاها. ك 
یمکن الاستدلال من الشتقة الثانية أن الدالة محدبة على الفترة (,0) . برسم هذا الجزء ثم بإجراء 
التهاثلات الممكنة نحصل على بیان القطع شكل )0 .)١١,‏ 


B(0,b) The center 


A'(—a,0) 


[B'B] B (0, —b)‏ الحور الضغير 


The minor axis 


شكل o)‏ , ۱۱). القطع الناقص. 


لاحظ أن القطع يمس المستقيمات الأربعة: 

(Vertical tangent line) وان تا مستقيم ماس عمودی‎ iy= b y=p x= d;X-—B 
.x=—a للقطع. بالثل‎ 

نسمي النقطتين ۸,۸ (CS «(Vertices)edaall "T‏ نس مي القطعة [A'A]‏ بالحور 
الكبير (The major axis)‏ للقطع . لاحظ أن البرتین تقعان دوما على المحور الكبير للقطع الناقص. 
الأشكال الأخرى للقطع الناقص 

لو أعدنا الحسابات نفسها لکن باختيار ۴,۴ على المحور الصادي لوجدنا المعادلة: 
x^ y?‏ 


a? b? 


STE 


القطوع المخروطية roo‏ 


بشکل cele‏ المعادلة* meh‏ 
تمثل قطعا ناقصا بؤرتاه عل الحور السيني إذا كان ca?b‏ وتتعين » بالعادلة: UNT‏ دي اددع 


[شکل (1 , ۱۱) مثال (۲ , ۱۱)]. 
تمثل قطعا ناقصا بؤرتاه على المحور الصادى إذا كان cab‏ وتتعين c‏ بالعادلة: ^ بے الددع 


)فان ICON Y‏ 
($i OL‏ 
ارسم القطع الناقص: —- محددا جميع عناصره. 
الحل 
من الملاحظ آن: a-5‏ »€ 02-25 


4 - 9 جه 16 < *9 
-b < 9 + =3 ۱‏ *و c=‏ 
لاحظ أن البورتین تقعان على الحور السيني: ab‏ 
بورتا القطع: )3,0( = F‏ , (3,0-) =۴ 
رأسا القطع: (5,0) = A‏ , (5,0-) ۸ 
نقطتا التقاطع مع المحور الصادي: )0,4( = B'- (0,4) , B‏ 


(انظر الشكل O00‏ 


The minor axis > > 


dg‏ الصعير 


الحور الکببر 


The major axis 


CA, ا‎ 


دوم تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 
تال ۱۳,۲ 


E l 
ارسم القطع الناقص: 1 ا محددا جميع عناصره.‎ 
22-9 آن: 3حه جه‎ Ex من‎ 
۵9*225 وا‎ 5 

c^-a^-b'-16«€»c-4 
وأن البؤرتين تقعان على المحور الصادي.‎ ca«b لاحظ أن‎ 
F'= (0,-4) , F = (0,4) : (the foci) بؤرتا القطع‎ 
طرفا المحور الكبير(رأسا القطع):‎ 
B'2(0,-5) , B = (0,5) 
طرفا المحور الصغير‎ 


. (the endpoints of the minor axis) 


۸ (-3,0), A = (3,0) 
CY, V) (انظر الشكل‎ 


B'(0, —5) 


(a, v) شكل‎ 


Y)‏ ۱۱) القطع الزائد 


The Hyperbola 


)۱۱ , Y) تعریف‎ 


القطع الزائد: هو مجموعة النقاط M‏ في الستوي» والتي الفرق بين بعدي کل منها عن نقطتين نابتتین 
FF|‏ في هذا الستوي يساوي بعدا UU‏ مقداره 2a‏ انظر الشکل (OY, A)‏ 


(YS IFM] - [FM] = 2a ۳۱ج‎ - [FM] = +2a , 0 


القطوع المخروطية ov‏ 


هذا الفرق موجب من أجل نقاط 


القطع المحققة للشرط 0<»× 
سالب من أجل النقاط المحققة 
للشرط x«0‏ 
انظر الشكل (Y, A)‏ 
شکل (۱۱,۸). 
لاحظ في المثلث F'MF‏ آن: 
© > ه 20 > IFM] - |[FM|| 22a‏ ره وت 


(القيمة الطلقة للفرق بين طول أي ضلعين في مثلث آصغر من طول الضلع الثالث). 


(the equation of the hyperbola) اند‎ JI معادلة القطع‎ 


بالأسلوب نفسه المتبع في القطع الناقص نحصل على المعادلة: 


EYD (IE'M |+| FMD (IJF'M|HFMD = 4xc 
(3s EJ +20) FM | + | FM D = عندك‎ 
Kal 
)۱۱ , Yo) Fu |+| مرج‎ e E 
c 
[FM] - [FM] 22a CY, ۲۱( لكن من العادلة‎ 


بجمع العادلتین (۲۱ ,۰6۱۱ Yo)‏ , ۱۱) والتقسیم على 2 نحصل على الساواة: 
رت + + =| QV | EUM‏ 


۳۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


وبالتعویض عن قيمة [P'M|‏ من العادلة (۱۱,۸) نجد: 
y?‏ + 2م + ) = ?55 (a4‏ 
7 


ومنها نجد حسب| سبق ذكره في القطع الناقص: 


(3 Te 
a^ c^ > 0 فإن:‎ ۱۱ , YY) ومن المعادلة‎ 
(33, YA) 
إذا علمنا »بة.‎ b أو‎ ca,b bade إذا‎ c ومنه نستطيع إيجاد‎ 
تصبح على الشكل:‎ CVV, YV) فان المعادلة‎ (VY, YA). بالاستفادة من‎ 
2 a 
(¥54) I-t s=] 
* B 


7 
لاحظ أن البؤرتين (the foci)‏ تقعان على المحور السينى. 


بيان القطع الزائد (المنحني البياني) 
Jie‏ 

يتضح من المعادلة (۲۹ CY V,‏ أن القطع متماثل بالنسبة للمحور السيني والصادي أيضاء 
وبالتالي فهو متاثل بالنسبة لنقطة الأصل. إذن» يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم بإجراء 
التماثلات الطلوبة نحصل على القطع بأكمله. 
المجال والمدى: من المعادلة Y)‏ ,۱۱) نستنتج آن: 

تو قو عدر و 

فمجال القطع هو الفترة: ١ IR -(—a,a)‏ 
وبحساب x‏ بدلالة y‏ نجد أن مداه هو: IR‏ 


DYY T Yu TE x'-—a^,x2a 
a 


وهذه دالة متصلة على الفترة: (ه,ه]. 


القطوع المخروطية Yog‏ 


يقطع هذا الجزء المحور السيني في النقطة A=(a,0)‏ 
يمكن الاستدلال من المشتقة الأولى والثانية على أن الدالة المثلة في CY V, Y V)‏ متزايدة على مجاضا. 
و دة عل à (a, oc) i aall‏ 


الستقییات المقاربة للقطع 
يقبل القطع الممثل في المعادلة (Y Y, Y4)‏ المستقيمين المقاربين: 


b 
(the asymptotes) y < t—x 
a 


رس لقع 
نرسم الستقیمین القاربین» وذلك برسم الستطیل المحذة بالستقییات: 
X= - 8, 213‏ برط < 9,۷ - y=‏ 
ثم نرسم قطري الستطیل مع ملاحظة أن استقامتي الستقیمین القاربین هي استقامتا قطري 
نرسم بعد ذلك جزء القطع الواقع في الربع الأول» ثم نجري التماثلات الطلوبة فنحصل على 
القطع» شکل )3,5( 


b 
y-——xXx J,——X 
a ۷ - a 
cc ERE ۵ ی‎ f 
i l 
i l 
۱ l 
[ ارا‎ 
i lj 
l 
م‎ A 
j I 
j X = d' 
5 | i X = -4a 0 ۱ ۱ 
5900 ۱ E: l 
The transverse axis M s aai ی کک‎ cade ! 
The center y=-b 
ri y 
m —- — =] 
a b 


شكل )4 ,۱۱). القطع الزائد. 


لاحظ أن القطع يمس المستقيمين x =a, × = - a‏ عند النقطتين A'A‏ نسمي هاتين النقطتين 
برأمى القطع. لاحظ Lal‏ أن القطع لا يقطع المحور الصادي مطلقا. 


الأشكال الأخرى للقطع الزائد 
لو أعدنا الحسابات نفسها ولكن باختيار ۳ ,۴ على المحور الصادی لوجدنا المعادلة: 
y og?‏ 
Bog‏ 


ولحصلنا على المستقيمين القاربین: “+ 
بشكل cele‏ المعادلة: 


F 


تمثل قطعا زائدا بؤرتاه على المحور السيني إذا أخذنا الإشارة الوجبة للطرف الایمن» شكل 
JY, 8)‏ 

تمثل قطعا زائدا بؤرتاه على المحور الصادي إذا أخذنا الإشارة السالبة للطرف الأيمن» شكل 
ATL, TUE, Ye)‏ 

وتتعين e‏ في کلتا اخالتین بالمعادلة: c= Ya? +b"‏ 


CHE din 


x^ 


2 | 
| ۱ y Y o b " | 
محددا جميع عناصره.‎ ze wy ^ ارسم القطع الزائد:‎ 


ال 
من اللاحظ أن معادلة القطع تکتب على الشکل: 
2 ۳ 


axe‏ ست 
15 9 
وهذا يدل على أن بؤرتي القطع تقعان على المحور الصادي. 


من جهة اخرى: 
3دوه 9- a^‏ 
4 - مجه 16 - b^‏ 


c^ =16+9 =5 


القط وع المخروطية 3 yox‏ 


لا.حظ ol‏ نقطتي تقاطع القطع مع المحور الصادی (رأسا القطع ) LA‏ 
B'— (0,-4), B = (0,4)‏ 

وان F(0,5) 8 "rt ecu! DX ToS‏ 
يدل Lal‏ على أن البؤرتين تقعان على / 
المحور الصادي وتكون بؤرتا القطع: 7 N BOD‏ 
F'= (0,-5), F = (0,5)‏ | 
الستقییان القاربان: لنستبدل في معادلة ۱ 
القطم وني طرفها الثاني الواحد بالصفر ۱ 

j ,2 ۳ 
(-3.0) © — 1G) فنجد: 5-0 سد‎ 


ló 9 


F(0, —5) 


شکل (۱۱,۱۰). 


بالتالي یظهر في الشکل (۱۰ CY V,‏ بیان هذا القطع. 
(OO MIS)UL LS‏ 


2 2 
" | ۸ NU xus. 3 
عناصره.‎ e محددا‎ TE Ww =1 538 JJ أرسم القطع‎ 


E: 


به تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ü —4«—a -16 
b-3«p-9 


c—-5«—c^-1649 


لاحظ أن نقطتي تقاطع القطع مع المحور السيني (رأسا القطع) 
(the vertices)‏ هم :)4,0( = A'= (-A,0), A‏ 
وأن القطع لا يقطع المحور الصادي» وهذا يدل على أن البؤرتين تقعان على المحور السيني. 


F'= (-5,0), F = (5,0) :(the foci) بؤرتا القطع‎ 


3 5 

الستقیمان المقاريان:.0- 2-2 چم ys ima‏ 

لاحظ أنه يمكن إيجاد معادلتي المستقيمين القاربین باستبدال في معادلة القطع وفي طرفها 
الثاني الواحد بالصفر. وبالتالي يظهر في الشكل 

(۱۱,۱۱) بیان هذا القطع. 


s 


E Å= ج ج‎ IM X —1 1 Q1 M 1 1 M 1 M 1 1 1 M 1 1 1 M ہر‎ 


JA'C4.0 j Ao] FG‏ ىم 


JO INR 


في التمارين التالية» أوجد عناصر القطوع (البؤر» الرژوس الأدلة» الخطوط المقاربة) ثم ارسم 


: منحنياتها البيانية‎ 
9x? -25y? = 0 x? - 4y (Y 
16x? 493? 2144 (1 y? 2 6x (Y 
x? y! 
25 16 
ست - ست‎ =1)۸ ^ --—6x(f 
36 64 : 


في التارین التالية» أوجد معادلات القطوع الخروطيتة والتي رؤوسها نقطة الأصل إن 
كانت مكافئة» ومراكزها نقطة الأصل إن كانت ناقصة أو زائدة» وذلك ضمن الشروط المبينة: 
(A‏ قطع مکافی بؤرته FOH‏ 
۰ قطع مکافی بورته (5,0-)۴. 
01١‏ فطع مكافيع برته .F(0,-3)‏ 
1۲( قطع مكافيع بؤرته .F(6,0)‏ 
۳ قطم مکافی معادلة دليله 5 = ×. 
(NE‏ قطع مكافئ معادلة دليله 2- - ر. 
(Yo‏ قطع ناقص بورتاه (4,0-):۰۳ (7)4,0 ورأساه V 6,0) «V5 C50)‏ 
3\( فطع ناقص عو راه منطبقان على المحورين الإحداثيين» ويمر بالنقطتين (۰)1,3 (2,4). 
۷ قطع ناقص بؤرتاه (4,0-) و (4,0) ويمر بالنقطة م 
۸ قطع ناقص محوره الاساسی الحور × (الحور الذي تقع عليه البورتان) وطوله 10 وطول 
حوره الآخر 6. 
۵۹ قطع زائد بؤرتاه (۰15<)4,0 (4,0-)7 ويمر بالنقطة (14,24). 


. xe3y وأحد مستقیمیه المقاريين‎ F2(0,—4) cF,(4,0) زائد موز تاه‎ ahi (Ye 


(4,3) (2,1) قطع زائد حوره القاطع المحور × ويمر بالنقطتين‎ )١ 


۳۹ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


)£ , ۱۱) الأشكال الختلفة 
للقطوع الخروطية في حالتها الا نسحابية 


آو لا: القطع ASI‏ : 
Oh, (‏ 


فخ الشکل (۱۲ ` | à se CA‏ العلاقة بين OCGY)‏ احدائیی نقطة M‏ بالنسبة للمجموعة 
الاحدائية الجديدة وبين (x,y)‏ إحداثبي النقطة نفسها بالنسبة للمجموعة الاحدائية الأصلية هی: 


[x2 و‎ + X " X uh 
| =K+Y i —y—K 


القطع الکافی: 0< »,4026 <- CO Yn) Y^‏ 
الذي رأسه 0 والمتاثل بالنسبة للمحور× تصبح معادلته بعد التعويض عن XY‏ بي 
یساویهما نی (۱۱,۳۲)» de‏ الشکل: 
(y-K)+ = 4a(x-h), 0‏ 
y Y‏ 


CV. Isa 


القطوع المخروطية ۳۹۵ 


نعلم أن |حدائي البؤرة ومعادلة الدلیل للقطع بالنسبة للمحورین × و ۷ »هى على الصورة: 
X —-a«F(a,0)‏ 
وتصبح بالنسبة للمحورين X‏ و ۷ ۰ على الشكل: 


x-—a-cth.«F(a-c h,K) 


فكتحال ۲۱۱ 
أوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته )2,4( ودليله المستقيم 1-< × 


لحل 
من الملاحظ أن النقطة ( H(-1,4‏ تحدد مسقط F‏ على الدلیل» وحيث إن '0 منتصف 

القطعة [HF]‏ هو رأس القطع فإن: 

)-1,4(+)2,4( _ 1 


(h,K) = GA 
ةهجلاىلإ)١١,١7( لكن القطع متاثل بالنسبة للمحور 6 وفتحته كا يظهر في الشكل‎ 
اليمنى فهو من الشكل:‎ 
اك‎ (y-K)* = 4a(x-h), <0 
y 
ML . 
H(-1,4) F(2,4) 
4| "1 1 2 ١ 


Xm] 


X4, 40) 8 


a >‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


نعلم أن البعد [HF|‏ بين البؤرة والدلیل يساوي 22 ويساوي 3 كا هو واضح من الشکل 
(Y V, W)‏ إذن: 3< 20 a=‏ 
بالتعويض عن hu K;a‏ با يساويها في CV, YYO‏ نجد: 
NU NE:‏ 
(y-4)" 26(x z?‏ 


)١١,۷( مثال‎ 

أوجد معادلة المماس (the tangent line),‏ والعمود عل المماس the normal line)‏ ) عند النقطة 

(6-,1) الواقعة على القطع: 44 = y. + 6y‏ 
الحل 
باشتقاق طرف المعادلة السابقة بالنسبة للمتغير eX.‏ نجد: 
2yy + 6۷ < 4‏ 

لكن m‏ ميل المماس لمنحن عند نقطة منه يساوي قيمة المشتقة y!‏ عند هذه النقطة. بالتعويض عن 
إحداثيى هذه النقطة d‏ المعادلة السابقة نجد: 


—] 2y + 63“ = بحب إك‎ y 24A 2 
6 3 


و ملك . pics‏ 
3 
معادلة الماس لنحن عند نقطة (X,,y,)‏ منه هي : 
me y-y -ma-x)‏ + 
X — X]‏ 
وبالتال فان معادلة المماس: 


yy iS‏ ود ون كنوك ويه 
3 3 


3 
ميل العمود على المماس وليكن am‏ بالعلاقة: 


; ۳ 3 
m ساح داح‎ 
m à 
3 3 15 
'T6-—(x-ley-—x-— 
y x ( دج‎ 37 3 


بشكل عام فان معادلات القطوع المكافئة في حالتها الانسحابية وعناصرها تتحدد كما يلي: 


الط وع المخروطية YAN‏ 


حدول (۱). 


سا و 


F( — a+h, K) (y-K) — -Aa(x-h) 


ch)! = 4aly-K) 


F(h, - a*K) (x-h) = -Aa(y-K) 
(a>0 (حيث‎ 


لااحظ لو بدلنا في اخالات E JI‏ 35 في شكل d (4 ( ! , Y)‏ فب: جح ده عن كل من ۲۰5 
y-K.x-h (xL‏ حصلا على العادلات العامة في وضعها الانسحابي» وكذلك على إحداثيات 


البؤر ومعادلات الادلة. 
(NM AULA‏ 
حدد عناصر القطع التالي وارسمه شکل (۱ ۱ 
y LY x^ +۱۷ < 4‏ 
الحل 
تكتب المعادلة السابقة على الشكل:  y‏ )2,4( 
باد — X^-4x‏ 4 
نضيف إلى طري الساواة مربع نصف 
معامل × فنجد: 
x -4x + (2 = -y +4‏ 
)4,0( ۱ 
X‏ . 


| O (2,0) 


لاحظ أن الطرف الأيسر أصبح مربعا 
تاماء بالتالي فان المعادلة تكتب على الشعل: | 
-(y - 4(‏ ع *(2- (x‏ شكل (۱۱,۱). 


TIA‏ تطبقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


بالمقارنة مع الحالة الأخيرة من الحدول السابق» نجد: 


— — 


بالتالي فإن رأس القطع: (2,4) = ١ (h,K)‏ 
بورته: >22 = F(h,—a + K)‏ « 
دلمله: = y=a+K‏ 
ا ,۱۱) 
آوجد رأس وبؤرة القطع المثل بالعادلة: 
y + 2۷- 2x 4-420‏ 


وكذلك آوجد معادلة دلیله وارسمه» شکل 
ANY. 5g‏ 


الح 


تكتب العادلة السابقة عل الشكل : 


y! 42y = +24‏ 
نضيف إلى طرق المساواة مربع نصف معامل y‏ 


X y^ -2y + (1) 2x-4«1 = 2x-3 


لاحظ أن الطرف الأيسر أصبح مربعا تاماء 


4 3 2 : 
وبالتال تکتب العادلة على الشکل: )7 - 20 = *(1+ «) 
بالقارنة مع الحالة الأولی جدول (۱) نجد على التوالی: 


dcc s 
2 


3 . dude 3 


شكل آر۵ و .)١ ١‏ 


الجر المخروطية ۳۹۹ 


بو رنه : (1- ,2) < F(a +h, K)‏ 
دلیله : 1 < 0 + 2-0 
ثانيا: القطع الناقص 
بأسلوب مشابه لا وجدناه في القطع الکافی. فان العادلة: 
x* a ۳‏ 
a^ >‏ 


منسوبة إلى المحورين الإحداثيين p Y e X‏ قطعا ناقصا مركزه c O'h, K)‏ ومعادلته ملسو به 
إلى المحورين Vii X‏ تكتب على الشکل: 


(x —hy? " (y- K)' 
2 p? 


بؤرتاه ورآساه» شكل VO‏ , ۱۱) تتحدد بالجدول التالی: 


=] 


c 


حدول (۲). 


F',F البژرتان‎ 


Y 


Ala+h, K) 


Foaab N 


شکل 0 ,3( 


T a‏ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


)١١, ۱۰ dis 
:)۱۱ , ۱۷( حدد عناصر القطع التالي وارسمه» شكل‎ 
Ox^ + 25y” + 18x-100y-116 = 0 
الحل‎ 
: تكتب المعادلة السابقة على الشكل‎ 
O(x^ + 2x) + 252 - Ay) = 116 
لنتمم إلى مربع تام كلا من المقدارين بين المعتر ضتين فنحد:‎ 


O(x^42x4(1)) + 25(y^-Ay-(2) ) = 116+9+100 


O(x + 1۳ + 25(y-2)" = 5 ومنه:‎ 

2 (0542 à 

(x 4 1) 18 2) 5 » 
25 9 


وهذا قطع ناقص بؤرتاه على الحور OX‏ . 
لاحظ آن: ab :0isa25b-23,c2425-9-4‏ 
البؤرتان: (tc-hK)z(t4-12)‏ 


شکل (۱۱,۱۷). 


YY ۱ التطوع المخروطية‎ 
F= )-5,2(, F = (3,2) إذن:‎ 


(+a+h,K) = (+5-1,2) راسا القطع:‎ 
A= )-6,2(, A = (4,2) إذث:‎ 


قال C3: Y)‏ 
أوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه O(3,3)‏ وإحدى بؤرتيه النقطة (3,1) ۳ وطول 
حوره الأكبر يساوي 6 ثم أوجد معادلة الاس لهذا القطع عند النقطة (3,0) . 
y Y 4‏ 
X‏ 8 


F'(3,1) ۱ 


RT شکل‎ 


LL 
القطع بؤرتاه على المحور ۷ فهو من الشکل:‎ 


w “لقعم‎ 


2 
a” b“ 


لاحظ آن: 3-هجه 20-6 وآن: lO'F|2cz22‏ 
G-9' EO sS peus‏ 
معادلة القطع : -z 7^ Ww‏ 
Nelle a‏ وس 2(x-3) 2(y-3)‏ 
ومنه نجد ميل المماس عند النقطة )3,0( هو: m=0‏ بالتالي فإن معادلة اماس عند هذه النقطة هي : 


YYY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتکامل 


الثا: القطع الزائد 
بالأسلوب نفسه المتبع في القطع المكافئ والناقصء فان العادلة: 


يات (۱۱,۳۵) 


2 l 


ü b 


= tl 


منسوبة إلى المحورين الإحداثيين × ۰ ۷ : 

قثل قطعا زائدا مركزه (h,K)‏ ۰0 ومحوره القاطع × إذا أخذنا الإشارة الموجبة في الطرف الأيمن 
(شكل 101۲۲۷۳۹ 

pz‏ قطعا زائدا مركزه (h,K)‏ ۰0 ومحوره القاطع ۷ إذا أخذنا الإشارة السالبة في الطرف الأيمن 


(شکل )03,14 (ب)). 
وفي کلتا احالت ین فان العادلة )£ C Y, Y‏ تکتب منسوبة إلى الحورین Y X‏ على الشکل: 
ی GR, Qo‏ (۱۱,۳۰) 


7 ۱ 
2 p? 


& 
تتحدد البؤرتان والرأسان في كل حالة كما في الجدول الای: 
حدول (Y)‏ 


en PESE | 0 0 0 0 ü 34 
(+c+h.K) Dir, 5 S dmi - 
| a^ b 


b a 


Y 
V 


PRK) 


شکل (1)۱۱,۱۹. شکل (۱۱,۱۹) ب . 


القطوع المخروطية ۳۷۳ 


وتنعين » في الحالتين معا كما يلي : 
روي ولس 
وكذلك فان معادلة الخطين المقاربين في كلتا الحالتين هي : 
(y- Ky e $3 (=)‏ 
JU‏ (۱۱,۱۲) 
حدد عناصر القطع التالي وارسمه: 


9y^-16x--18y-64x-199 = 0 


JH 
: تكتب المعادلة السابقة على الشكل‎ 
O(y^-2y)-16(x^--Ax) = 199 
لنتمم إلى مربع كامل كلا من المقدارين بين المعترضتين:‎ 
9(y?-2y+(1)?)-16(x?+4x+(2)*) = 19949 -64 


9(y-1? - 16(x42y = 4 و منه:‎ 
(G-D' G*27 | al 
16 9 
OY وهذا قطع زائد بؤرتاه على المحور‎ 
2 < 3, <4 ‘c= /16+9 =5 : ol لا.حظ‎ 
(h,K) = (-2,1) المركز:‎ 
(h, tc + K) = (-2,+5 + 1) البؤرتان:‎ 
دم‎ (-2,-4), F = (-2,6) (ذن:‎ 
(h, tb + K) = )2,1 4 + 1) رأسا القطع:‎ 
B= (-2,-3), B = (-2,5) :os| 


المقاربان: )2 +6 ۱-1-2 


۳ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


| 
-— -— m -— —À امن اسع‎ E m oA N ع‎ CX اس تا‎ 


82, 23] 


| F'(-2,-4) 


شکل(۲۰ ,۱۱). 


(34 MT. Ls 
ومستقیماه‎ C1 13,4) معادلة القطع الزائد الذي مركزه )1,4-(« وإحدى بؤرتيه‎ 


y-4 Im D) coL ill 


Jo 
0× بقع المركز والبؤرتان على المستقيم 4 = ۷ الوازي للمحور‎ 
x-D^ (-49^ | 


فمعادلة القطع هي من الشكل: 1 


ui 
b 


d 


ABT a -2 إذن:‎ 


ad 


لكن البعد بين البؤرة والمركز يساوي » إذن: 


القطوع المخروطية ۳۷/۵ 
+b? =13‏ 2و جه J13-2 da? +b?‏ دم (۳۷, ۱۱) 


من العادلتین TT)‏ ۰6۱۱ (۱۱,۳۷) نجد آن: 9-3 ,2 < 2 


(x4)? (y-4* ,. ien... à 


في التمارين التالية» أوجد عناصر القطوع (المراكز» البؤر» الرؤوسء الأدلة, الخطوط المقاربة) ثم 
ارسم منحنياتها البيانية Op‏ وجدت). 


2x? — 3y^48x46y1720 (A x^ — y+4x+4y — 4820 ( \ 

8x — y +8y=0 (4 x^5y 46x — 40y — 8420 (Y 

4x? -9y? — 16x418y — 720 (1 * x^2y-8y — 8x — 4820 (Y 
x42y! - 4y20 (Y x+6x+8y+1=0 (£ 

4x^ — 9۷ — 16x-18y — 29-20 (VY y -8x46y4-1-0 (© 
بوجوب ةبرك‎ - 420 )۳ 3x^42y^&6x — 8y4520 (1 

x — y 46x44y45-20 )١ É y. — 6x — 4y+16=0 (V 


في التهارين التالية» أوجد معادلات القطوع المخروطية وذلك ضمن الشروط المبنية: 
۵) قطع مكافئ رأسه )712( ودليله 3 - x=‏ 
CA‏ قطع ناقص رأساه (5,2 - (« (3,2) وبؤرتاه (4,2- ). (2,2). 
۷ قطع زائد رأساه )1,5 7 («)3- ,1 -) ويمر بالنقطة (5- ,3-). 
(YA‏ قطع زائد مستقياه المقاربان: 
-3x42y 4120 « 3x42y 47-0‏ 
ويمر بالنقطة (5,1-). 
(Y‏ قطع مكافئ رأسه (2 - ,3( وبورته (3,4). 
۰) قطع مكافئ بؤرته )1,2 — F(‏ ودليله 8 = x‏ 
(Y?‏ قطع ناقص بؤرتاه )73,6( )3,2 -) وطول حوره الكبير 14. 
(Y Y‏ قطع زائد بؤرتاه )6 - ,3« (3,2) وطول حوره القاطع 4. 
(YY‏ قطع زائد بورتاه (3- 4(« (3--,6- ) وأحد زأسيه ,)3— ,3( 


۳۷٦‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


. = 4 قطع نقاطه تبعد عن النقطة (1,2 - ) بعدها عن مستقيم‎ (Y£ 
Ax 3y -5 =0 قطع نقاطه تبعد عن النقطة )2,0 -) بعده عن المستقيم‎ (Yo 
.2 قطع القيمة الطلقة للفرق بين بعدي أية نقطة منه عن النقطتين )7,0( )1,0( يساوي‎ (Y ۲ 
.6 قطع مجموع بعدي أية نقطة منه عن النقطتين )1,2( )1,3( يساوي‎ ۷ 
A الأكبر: (0,3)» )3 - ,0) والبعد بين بورتيه يساوي‎ o) قطع ناقص طرفا‎ (YA 
قطع ناقص نایات محوريه النقاط:‎ (YA 
.(0,2) «(3, — 2) «(6,2) »)3,6( 
وإحدى بورتيه (2 - ,0) وطول حوره‎ y=- 2 له: 3-ين‎ | (JI قطع ناقص معادلتا حوري‎ ۰ 
.8 الأصغر‎ 
B, -4( 3,4( قطع ناقص يمر بنقطة الأصل وبؤرتاه‎ (YA 
.)5,6( ويمر بالنقطة‎ x21 ADU فطع مكافئ دليله ۷-2 ومعادلة حور‎ (YY 
y يوازي الحور‎ DU. قطع مکافی يمر بالنقاط : )1,0 7( )0,2( )1,1( ومحور‎ ۳ 
.)5,6( قطع مکافی دليله ۷-2 وحور تمائله 1=× ویمر بالنقطة‎ (Y 


رمن رها عثر 


FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES 


(۱ , ۱۲) الدوال بمتغيرين أو أكثر 
C)‏ لاحظ أن حجم الكرة V‏ يتحدد تماما إذا علم طول نصف قطرها cr‏ ون الحجم يعطى بالصيغة: 


, ك4 . 
=f )۳(< ۳‏ ۷ 
: تا 


(ب) نعلم أن مساحة المستطيل S‏ تتعين بمعرفة طوله ×» وعرضه ر وفق الساواة: 
S =f (x, y) 2xy‏ 
(c)‏ آما حجم متوازي المستطالات ¥« فمعر وف ادا علمت أبعاده الثلاث: 7 وه بتحدد 
بالعلاقة: 
V =f (x,y.z)-xyz‏ 
سبق أن درسنا بالتفصيل الدوال بمتغير واحد ×. سنبحث فيا يل ونعرض خواص الدوال بأكثر 


تعريف (۱ (VY,‏ 
الستوي: هو مجموعة الأزواج المرتبة الحقيقية» من الشكل: (xy)‏ 


لنرمز لمجموعة نقاط الستوي بالرمز R^‏ .بالتالي فإن: 
RSE I) € R.,y ER}‏ 


۳۷۷ 


تعريف (Y, D‏ 
لتكن مجموعة جزئية من R‏ .الدالة الحقيقية f‏ بمتغيرين ,2 هی: bU‏ بين عناصر مجموعتين 


ظ بحيث يوافق كل زوج مرتب: D‏ ع (7,*) » عددا حقيقيا وحيدا (نرمز له بالرمز ) Cf xy‏ ينتمي 
إلى ie pat‏ الأعداد الحقيقية. 


نسمي D‏ بمجال الدالة» كا نسمي مجموعة القیم f(x y)‏ الوافقة میم الازواج 
لمر تة (x, y‏ النتمية ال Ue‏ الدالة بمدی الدالة. 
غالبا ما تتحدد ((,) f‏ صورة الزوج الرتب («,) وفق فاعدة معلومة یسهل بواسطتها 


ef ),۷ (< 2 +y من القاعدة:‎ bp Vt (x , y ( دمجر 2 معرفة الزوج الرتب‎ f (X,Y ( معرفة القيمة‎ 


. f (34) 210« f (-5.1)-0 f (1,2) 24:2 


>| f (x,y) 


f (a,b) 


vr شک‎ 


| الفضاء الإقليدي ثلاثى البعد R?‏ هو مجموعة كل الثلاثيات الرتبة الحقيقية» من الشکل: 
Lx. yz)‏ والذي عرف عليه البعد |AB|‏ بين أي نقطتين B(x,,y 5.2) «AQ yz)‏ 
بالصورة: 


: ادن‎ AB | «€ (6X, +) و 2) + وت‎ x) 


R' lxx 2, ۲ ec , 2 ER} 


الدوال في عدة متغيرات ۳/۹ 


jue (Y Y Y)‏ نقطة في الفضاء الاقليدي ثلائی البعد 

ننسب نقاط هذا الفضاء ال حموعة من الحاور الاحدائية التعامدة والتلاقية في نقطة 
واحدة والتی نسمیها بنقطة الأصل «مبداً الا حدائیات). نسمی هذه الحاور بالحور × » 
الحور y‏ ۰ الحور ۰2 شکل (Y,‏ 
تحدد هذه الحاور ثلاثة مستویات إحداثية وهی: 
المستوي Xy‏ » المستوي YZ‏ ۰ المستوي £X‏ 
تتطایق نقطتان إذا تساوت اخداثباعا المتقابلة. 
نقول إن مجموعة الحاور تكون مجموعة مباشرة 
ادا حققت الا ختبار التالي: 


شکل(۲ , ۱۲). 


إذا وقف راصد في انجاه الحور > ووضع یمناه باجاه الحور × الوجب ویسراه في elg‏ 
الحور y‏ الوجب وحرك یمناه في الستوي xy‏ بالاتجاه الوجب فیجب أن تلاقی یمناه یسراه بعد 
مسح زاوية مقیاسها آقل من 180 » والا نقول إن الجموعة غير مباشرة.نأخذ عادة ثلائية الحاور 
بحیث تکون مباشرة ومتعامدة. تتحدد النقطة P‏ من ۳ بمعرفة مسقطیها D‏ على الستوي Xy‏ 
والسقط © على الحور ۰2 شکل (۱۲,۳). لکن 7 تتحدد بمعرفة مسقطیها ۸ و8 على 
المحورين 7,۲ على الترتيب. Y‏ 
إذن تتحدد P‏ إذا عرفنا النقاط 
-A,B,C‏ يمكن أن رهن أن النقطة 
۸ هي مسقط P‏ على المحور X‏ وأن 
B‏ هي مسقط P‏ على المحور ۷ . 


H (0. y .z) 


B (0, y ,Q) 
A (x ,0,0) D (x , y ,0) 


203 sca 


إذن معرفة مساقط P‏ على المحاور الإحداثية كاف لتحديد موضع النقطة P‏ في الفضاء ۸ . تتحدد 
النقاط A,B,C‏ على محاورها بثلاثة أعداد جبرية ولتكن x. yz‏ وهي إحداثيات هذه النقاط على 
هذه المحاور. إذن كل نقطة ۶ من ۸ تتحدد بثلائی مرتب من الأعداد الحقيقية من 
الشكل ( 2, ۲ ,) . نرمز للنقطة P‏ غالبا بالرمز P(x,y,z)‏ .تظهر النقطة P‏ ومساقطها کم 


تعریف (4 , ۱۲) 
لتکن D‏ مجموعة جزئية من ۸ (الفضاء الاقليدي ثلائي البعد). الدالة الحقيقية f‏ 


AY, شكل(؛‎ 


الدوال في عدة متغيرات YA‏ 


(YY ,YJ‏ النهایات والاتصال 


Limits and Continuity 


نسمی محموعة النقاط P(x,y)‏ في R*(5 M‏ والتي تبعد عن نقطة 36 d A(a b)‏ 
| هذا الستوي بعدام أقل من عدد ابت موجب م بالقرص الفتوح الذي مرکزه A‏ وطول نصف 


. (p 2 |PA| « r) S 
. م)‎ > r) حوى هذا القرص نقاط محيطه. سمي بالقرص المغلق‎ 13] ; 


(p -|PA| - (x -a +) -bY ) 


(AY, 0) JS 


كا نسمي مجموعة النقاط (2,«,)ع R^‏ والتي تحقق الشرط >|۳۸|<م بالمنطقة 


(p -|PA|- مل‎ -aY + (y -bY ج)+‎ -c)) 


شک( , ۱۲). 


YAY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


TR 


لتكن / دالة بمتغيرين ۷, × معرفة على قرص دائري مفتوح مركزه Ala, b)‏ (ومن الممكن أن لا 
تكون معرفة عند ۸). نقول إن الدالة f‏ تنتهی نحو العدد L‏ عندما: (ab)‏ ج Gy)‏ ونرمز 
الذلك بالرمز: £= ) lim f (x, y‏ وذلك إذا تحقق ما يلى: لكل عدد 0 < ع (اختیاری).یوجد 


(x,y )(a,b) |‏ 
عدد 0 < ۵ »بحیث يكون: 


)( > Jx -ay +) -by > 6 اج‎ (x,y)-L|«e 


یمکن أن نبرهن إذا كانت النهاية L‏ موجودة .فانها وحيدة. 
بالمثل یمکن أن نعرف نهاية دالة بثلائة متغیرات مع استبدال القرص الداثري الفتوح الذي لا يحوي 
مرکزه بالكرة المفتوحة التي لا محتوي مركزها. 


)۱۲ , ۱( ملحوظة‎ 
Es Biz =F (x,y) باطساواة‎ Ul xe الك تر تبط‎ (x,y,z)eR bujii 
Js y ) جمو ) والتی ترتبط متغيراتها بالمساواة‎ 


(X,Y)‏ ردج 


A(x,y,0) 


شکل(۷, ۱۲). 


الدوال في عدة متغدرات YAY‏ 


)۱۲ و‎ DX b 
LM. وتساویان على الترتیب:‎ » (x,y) ج‎ (a,b) موجودتین عندما:‎ f, g إذا كانت نايتا الدالتين‎ 
قال:‎ 


lim (f +g)(x,y)=L+M ۱ 


(x , ۷ )-(a,b) 


lim (f *g) (x, y )2 LM (x 


(x , ۷ )-2(a.b ) 


f | L | 
lir (x,y)2—,M z0tY 
im (—)(x,yv) "T 


(x ,v )(a,5 ) g 


lim EGE SNE EEOC 


(x +۱۲ )ج(‎ a [( 


ملحوظة (Y , Y)‏ 
يمكن التعبير عن دالة 5S‏ 8 حدود f‏ بمتغيرين «,» عل صورة مجموع عدد من الحدود 
من الشكل cx ^y‏ حيث © عدد (qui‏ والعددان ,2 عددان صحيحان غير سالبين. كما 
نسمی قسمة كثيري حدود بالدالة الكسرية. يمكن البرهان على أن ile‏ كثيرة حدود عندما: 
(a,b)‏ ج( (x, y‏ تساوي قيمة كثيرة الحدود عندما: y —b,x =a‏ . وبالمثل نهاية دالة كسرية 
تساوي قيمتها شرط أن لا تكون نهاية المقام مساوية للصفر. الأمر نفسه ينطبق على كثيرات الحدود 


"Vip ve‏ متغم ات. 


TEE 
نقطة داخلية من المجموعة 6. إذا كانت مركزا لقرص مفتوح يقع‎ ۸ (a,b) نقول إن النقطة‎ 
فإننا نسمى هذه المجموعة با لمجموعة‎ cA dla نقاطا‎ G وإذا كانت جميع نقاط‎ G بأكمله ضمن‎ 

الفتو حة. 


(VY, A) تعریف‎ 


نقول عن الجموعة الفتوحة 6 التي يمكن أن نصل بين أية نقطتين منها بخط مضلعي (اتحاد لعدة 


قطع مستقيمة) يقع بأكمله ضمن © بمنطقة مفتوحة. 


شکل(۸, ۱۲). شکل(٩‏ , ۱۲). 


تعریف ٩(‏ , ۱۲) 
لتکن f‏ دالة متغيرين ۲,۷ معرفة على القرص دائري مفتوح مر 5 (a,b)‏ ۸ .نقول إن الدالة f‏ 
متصلة عند النقطة ۸ اذا کان: 
lim f (x,y) =f (a,b)‏ 


) دب اج (x.y‏ 


وإذا كانت f.‏ دالة بثلاثة متغبرات. نستبدل القرص الداثری الفتوح بالكرة المفتوحة 


لتکن f‏ داله بثلاثة متخرات. نقول ان الدالة f‏ متصلة عند النقطة الداخلية A (a, b c)‏ من 
المنطقة D‏ دا کان: 
lim f (x,y,z) = f(a,b,c)‏ 
(x, Y. Z) — (a, b, c)‏ 
من المفيد أن نش هنا إلى أن.نظريات الاتصال لدوال بمتغرين أو أكثر تتشابه مع ما يقابلها 
لدوال بمتغير واحد. فمجموع وحاصل ضرب وقسمة دالتين متصلتين هو متصل بشرط أ لا ينعدم 
)£ و ۱۲) الشتقات احرزئية 
Partial Derivatives‏ 
لتكن f‏ دالة بمتغيرين x, y‏ معرفة على المنطقة D cR‏ بالقاعدة: =f (x,y)‏ ج ولیکن S‏ 
بيان السطح الذي تمثله هذه المعادلة في RÌ‏ 
ويقطع المستوي ۲ الموازي للمستوي yz‏ | طح 5 ! S.‏ نحنو المستوي O.P 353 X A‏ 
نقطتين من المنحني t C‏ ولتکن: (0,«,) N ) ۷ + /۱,)(( «M‏ مسقطي P 3 Q‏ على الستوی C Xy‏ 


الدوال في عدة متغيرات TAO‏ 


شکل ۱۰۸ : ۱۲).میل PO‏ القاطع NAT‏ للمحور الا حدائي MN‏ الوازی للمحور y‏ وبنهس 
œ.y+h)-f Gy).‏ _ 
7/ 


m yo جهته .) هو‎ 


M (x, y, 0) N (x,y + h,0) 


شکل(۱۰, ۱۲). 


xe‏ ميل القاطع PO‏ عندما: 0ج 7 إن وجدت تسمی بالشتقة اخزئية للدالة f‏ بالنسية 
لتغير y‏ ونرمز ها بالرمز زر , »)2 وهي تمثل ميل الماس 2 للمنحني C‏ عند النقطة م بالنسبة 
للمحون بو .يلقل یمکن أن dus‏ الشتقة itii‏ تلدالة ۶ بالنسية لتر ونرمز ها 
بالرمز c y)‏ وهي تمثل اماس للمنحني “© (أثر المستوي ٠‏ الوازي للمستوي xy‏ على 
السطح CS‏ عند النقطة P‏ بالنسبة للمحور 


تعریف(۱۰ و ۱۲) 
لتکن f‏ دالة بمتغبرین معرفة عل النطقة الفتوحة CD‏ نعرف الشتقتین ceni‏ للدالة f‏ بالنسبة 
للمتغیرین X‏ و y‏ عند النقطة (ر,x)‏ ونرمز ما بالشکل: f. Gy)‏ و( )X, y‏ م ل 
بالصورة: 
h‏ 
f G.y t h)-f G.y)‏ 
h‏ 


E ري و و‎ GF) Hiis s 
Ox 


——(x,y)-f,(x,y)-lm,,, 
Oy 


(شرط وجود النهاية في كل حالة) 


YA"‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 
Ls‏ ؟١)‏ 


إذا کان: + f(x,y)- xy‏ ء فأوجد باستخدام التعريف: (2,1) JF,‏ 
¥ 


S. f^ (2, D)‏ أوجد هاتين القيمتين مستخدما قواعد الاشتقاق وتحقق من صحة إجابتك. 


العلل 
)ريل إن ل ف elim,‏ ن وی + ومنه: 
OX h‏ 
n‏ لط Y p eim,‏ 
CEBE -N2*2 im 42 h)-2‏ 1 
o h—0 h39 7‏ 
uo)‏ بنا بالرافق) 1 2 ۱ 4 L 5 22 h)—‏ 
ضر iibi‏ 4س 2 . lim‏ = )2.1 
ra ( < a GA ER 2) 202 (1+2 2) In, o PO+R+2) 2‏ 
بالثل» نجد: 


Birkir 
Y 1+6 


of (2,1) = lim, مب‎ f Q.1rk)-f Q.D —]im, م‎ 
Oy k k 
2 
add لح عل‎ E E. | 
Lum, 0T * pug E oam, p 208? 2-408) 


20 k)4 —— + 2 
1+ عم‎ 


_ (اختصرنا k‏ من البسط والمقام) 


1m, —» 


لنستخدم قواعد الاشتقاق لا يجاد المشتقتين اخزئیتین للدالة: 


x 1 
e ^ y? نجل را‎ f xy) o xy + 
3 9 y 
Qy 2. [xy 4: L- "m" 1 LX 
y 
Of 


2,1( = = M m 
Le 1) = E LA, و ۲ )1 بو‎ 


الدوال في عدة متغيرات YAV‏ 


مل (A. 02b‏ 
لإيجاد ( (,) ,7 ننظر إلى y‏ على أنها مقدار ثابت ثم نشتق f‏ بالنسبة للمتغير X‏ 


مستخدمين قواعد الاشتقاق المعروفة UJ‏ بالنسبة لدالة ذات متغير واحد .لإيجاد ( 2« 2) , [ننظر 
إلى × على Mel‏ مقدار ثابت ثم نشتق f.‏ بالنسبة للمتغير Oy‏ 


CIT ا‎ 
Fry ae *?*? isi fF یرل (ابل)‎ LD, E, f. Gy) آوجد‎ 


Ld 


Of 
y Qr OMNEM NS 


Of 
2 x M d Xy ) (Y — = 


o a 1(-- P 1) = -1 فإن:‎ «quU 


Oy 


لنعرف المشتقات الحزئية من الرتبة الأولى لدالة f£.‏ بثلاثة متغيرات SEX ,  ,2‏ 


yz)‏ 2( ۷2+ ری (x, yz) -lim,‏ 0د 
Ox h‏ 
Of f‏ 
y‏ 02 
إذا كانت دالة f‏ بمتغيرين x,y‏ فان المشتقة الحزئية للمقدار f:‏ بالنسبة لأحد المتغيرين تسمى 
بالشعقة از فية من الرتبة العائية#وتعر ف بالضوره: 
727 | 9 
RET‏ 
e us ۱ ۱ 0 o‏ 
=f = (2) of‏ لك Par‏ 
Oy ôy OX Oy OX‏ 


6 008v 
oy بالمثل: .6071 يرج س‎ 


بوجه عام فان: - 27 ع 27 والنظرية التالية تحدد الشروط الواجب توفرها celi‏ الاشارة 
OxOy | Oy OX‏ 


# إل المساواة. 


(Y, ۲( نظرية‎ 

Sd‏ / دالة بمتعرين y‏ و l3]. A‏ كانت الدوال: ef. E d ifa Fa‏ متصلة على منطقة 
مفتو & D‏ » فان: بر =f‏ ع [i yjeD Ef‏ 

الشتقات الحزئية f MAJ‏ من الرتبة الثالثة وأكثر تعرف بشکل ماثل»فمثلا 


۱ £ x Uf 
ex 2 ور‎ s 27 ex? 
Û | 0 p^ و‎ 
— (fa) Ef ox = m ES 2 للق بت‎ 
D ~ ^ Ox OyOx  JOxOyCx 
(AY, Y)JUL 3 
Ou — Cu , 2 ou Ou Ou Ou : --—— 
i P =1 أن‎ elus. lic dy Ro dx durer إذا كان:‎ 
سل‎ 
ر‎ eiu سل‎ edet, y قات‎ X تن بال للمتغير‎ 
Ox "o -zy yz 


escis]‏ بالتسة للمتغم y‏ مع ثبات × واج + فنجد: 
Qu —y-z)-(x-y) (z-x)‏ 
ôy (y -27 (y -27‏ 


Ou (=y) | 
ADT مع ثبات × و لإ » فنجد:‎ 2 px JJ Aids i) 
Oz (y-zy | 

Ou | Ou سطس کے‎ t o dados 
Ox Oy ۶ (yz) 


)۱۲ , مال()‎ 
Jf, )0,0(, ہے‎ (0,0), f. (0,0) فأوجد:‎ f. (x, y (= )1+× ۳ )1+ y)" إذا کان:‎ 


الدوال في عدة متغيرات Y AA‏ 


ق 
اد بالنسبة للمتغير y)2müu-c-x)" (00 y)" y‏ 


(y e 2 7 


p (0,0) = m (m —1) ومنه:‎ «C y (ثبتنا‎ d Ly) om واف ووه ور‎ yy 


لنشتق بالنسبة للمتغير y‏ ( مع c‏ ۷ب 
27 


y)en(ü-c-x)"ü-»y) .—zG, — các ۳‏ 0 ومنه: 


o TO a‏ بالنسبة للمتفه y‏ (مع ثبات × )» فنجد: 


OX 
1 "a" 0 "n = و‎ 
DF O ومنه: مرو‎ e, y)emnü ex) (y) 
ûy Ox Oy OX 


(AY, 6)JUL 
Ou _ 20u of فاشت‎ u(x,t) = A sin(aAt + Q)sin(Ax ) ادا كان:‎ 
Oo? OF | 
سل‎ 
)1 (مع ثبات‎ P! — A A sin(aAt + Q)cos(Ax ) لاحظ أن:‎ 

Ox 


(x كباتك‎ eo) zd = AaA cos(aAt + Q)sin( Ax ) 
Ot 


(f کک (نشتق “2 مع ثبات‎ A 22 sin(aAt 4-)sin(Ax ) 


Ox Ox 


(c مع ثبات‎ P 0۷ (نشتق‎ bl - Aa! 4! sin(aAt + Q)sin(Ax ) 


Ou 
al 


من الواضح 


مثشال(“ E‏ 
csl‏ أن الدالة: ( y‏ — یوت 
اسا 


نضع : ر = ww‏ فنجد: ( ۵6۷ 3 = Z‏ » ومنه: 


oz — y o (w ): x E3 = piw )- 2 y ^q! (w )‏ 3 ادن: 
OX dy‏ 


ونم تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


1 | 
-2 2) ' (yo 
mim yow) 
lor 2 
z ۳ -2y Q'(w ) 
yóy y 
(ow ) 2 - (لاحظ آن:‎ lo 12 /- pw) L بالجمع» نجد:‎ 
y X OX y Oy y 


(AY NULL E 


اذا كان: — cu = tan!‏ فإثبت صحة معادلة لا بلاس: 


2 2 * 
Ou Ow 
(T4 3J — + - 0 
Ox oy? 
الحل‎ 
1 X 
Ou _ x ی‎ 7 00۷ x JY 
Oy y X^ +y €x y* x^ wy? 
۳ با‎ 
)۱۳ و‎ Y) Jod ومنه‎ Ou —2yx Ou 2 ۷ 
Oy ` (x? ty Y 2 `+ 
(A ADU LÁ 
di کج برع‎ is dus Ou خد‎ sl 
Ox Oy Öz 


الدوال في عدة متغيرات ۳۹۱ 


آ و جد الشتقات اححزئية من الرتبة الأولى للدوال العرفة كا یل: 


f G.y)-4x^! -y?* ۲ f (x, y) 2sin(x + 
fx,y)zse"" (t f (x,y)22- +2x (v 
۹ y -2x 


f Gy) ماد‎ (x + Jt + )C Fide 
x + بوك‎ ˆ 


f Gy) د‎ (A f Gy) ctas! (Y 
FRIESE O f (x, y) ag 7 *22( ٩ 

FRA -sin OY f ): ۱2 ( < 
f x,y) =e o7) (Vt f (x,y,z)2cos ![In(x +y +z )] OY 


f Gr y,z) أوجد )1(,2,0/ و (0,2,0 بعر و )£7(,2,0 إذا کان: (2+ ماع‎ ٥ 


Oz Oz Oz E E". ^ ecus (11 
عرق‎ 2 Ov? ex? فاو جد‎ 5 <C a b? ادا کات‎ 
dz A 2 
وأو ده سح‎ 5 Ve ۲۲ sess Civ 
Oy Ox : 
ez 5.2 - 8 ài ) اد‎ ۱ 
قاو جد يرج برخ‎ -xy C 9p » 


Or E E PE E 
ا 0 فاو چا ر‎ (4 


۰) اذا کان: عمدو ردن فأو جد المشتقات الخزئية من الرتب الثاسة. 


qy‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


)0 , ۱۲) قاعدة السلسلة 
لتکن aedis‏ ۾ ARIS  ,‏ واحد »معرفتین بالصورة Yy =f (u)u =g (x)‏ . نعرف دالة التركيب 
للدالة f‏ مع الدالة g‏ » بالشكل: 
((جاع) [< ( (۰8 )= y‏ 
إذا كانت الدالة چ قابلة للاشتقاق عند x‏ وكانت الدالة f.‏ قابلة للاشتقاق عند( (x‏ ۽ = ۲4.فان: 
dy dy du‏ 
dx du dx‏ 
سنعمم فيم يلي هذه القاعدة من أجل دوال ذات عدة متغرات. لتكن ۸, f£ Lg‏ دوالا بمتغيرين 
اثنين» من الشکل: =f (uv )u = g(x, yv -h(x, y)‏ ج 
]13 وافق كل زوج ) (x y‏ من المنطقة D aR‏ » زوجا ) 00:۷ يقع في مجال ۴ » فان دالة التركيب: 
z «f (g(x,y) h(x,y))‏ محدد المتغير 7 كدالة بالمتغيرين Ule X, y‏ م . فمثلاء إذا كان: 
(x >0,y >Ü) z=" u -]n(x,y)v =x - 23‏ 
فإن: -2y = (xy yy‏ ی )ها( (2- ای — z‏ 
قاعدة السلسلة (The Chain Rule)‏ 
إذا كان ( (uv‏ “رح 2 u = gx, y):‏ و IL. = h(x, y)‏ كانت المشتقات الحزئية 
للدوال ,و , f‏ متصلة على منطقة مفتوحة «D‏ فان: 
Oz _ 02 Ou | Cz Ov‏ 
Ox Ou Ox Ov Cx‏ 
TD Oz _ 0 Ou | Oz OV‏ 


ûy êu ûy Ov Oy 


حالة خاصة 
ادا کان: ) =f u,v‏ ج»حيث: h(x) su = gx)‏ — بن فإن: 


Oz 0 Ou Oz OV 


وهذه نتيجة مباشرة من المعادلة الأولى من (۲ , :)١7‏ بعد ملاحظة أن 4,١‏ يتبعان متغيرا واحدا X‏ 


الدوال في عدة متغیرات ۳۹۳ 


CY, S) UL 
2 $ X ۱ M : 
CY oed vV =— 1» = ادا کان: ف‎ 
XA FY AS ف‎ 
ثم اثيت أن:‎ » Ov و‎ O بن فأوجد:‎ —rsinÓ و‎ x 9rcosó وکان:‎ 
|. 00 ðr 
Ou  lOv 
Or rog 


۲ 
الطريقة الأولى: 
V uu‏ یتبعان التغرین X‏ و y‏ وکلاهما یتبعان التغرین 7 ,6 : 


E‏ ,د 
< 
۳ 
وبالئل v‏ 


Ten 


Ov Ov Ox OP Oy |Ou Ou Ox | Ou Oy اذن: خسب قاقد اللاو‎ 


00 Ox 00 برق‎ 00 Or êx Or Oy êr 


Ou — 2 2 
—- ims 05 ل‎ 2 fa sing وبالتالى:‎ 
Or 2 +۷ ( (x^ +۱۷ Y 

Ov. x ارو‎ l 2xy 

I MN — (-rsing)— ————— 0 ۰ 0 

06 (x +y yY (x ^y^) 


Su lov لاحظ آن:‎ 
or roO 


الطريقة الثانية: بالتعويض عن × و keskele y‏ بدلالة r‏ و0 à‏ 


(x^ + =r" و (لاحظ أن:‎ „EBG, HETA 


r r 
TC ! sin Û cti sin isa 
ومنه نجد المطلوب.‎ 5۷ $ E رب‎ i بالتالى »فان:‎ 
o0 r è or r 1 


(Y. VUL 


y —cost,x —sint,u 2x ^ y^ أوجد ۷ باستخدام قاعدة السلسلة إذا كان:‎ 
t 


۳۵ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ال 
Ou _ Ou Ox , Ou Cy‏ 


cost —2y sint = 25101 cost —2cost 5101 =0‏ 2 = مت I‏ سب سب اسب 
Of Ox Ot Oy et‏ 


(AY YA9JLL I 
i 


إذا کان: *ر+ ×= z‏ وکان: x =u‏ و - - ل» فآوجد با ستخدام قاعدة السلسلة: 02 
Qu 1‏ 


LT. گس‎ S ede v + 2y edu 14 24 
Ou Ox Ou Ûy Ou V V 
(TY) 5830 


«y - [0# , =e" TEC = 7 p ادا کال:‎ dz و جد:‎ )۱ 
y dt 


à ۱ X | . ; EF. 
. هله = نز‎ lx =3 هه حيث:‎ - W^ إذا کان:‎ ed أوجد:‎ CY 
y dt 


.z -tant,y -Int,x 21^ +1 حث:‎ u —xyz أو جد: .^2 134 كان:‎ )۳ 
y ph E rm 


.z 24, y 22sint,x 22cost آو جد: دنر حيث:‎ CÉ 


© اوجد: 22 إذا کال: S =0 4= 30×5 uhoer-ü‏ 


Oy =x" ذا كان: كأ رون = 2 حيث:‎ tA آو‎ (1 
= سس | مه ۲ حمر ا‎ d. dz : 1 
Oy — (x) utu zo—x) آوجد: —— ادا کان:‎ )۷ 
dx 
V =e” a =x" حيث: بو‎ z =f a) ادا کال:‎ oz E اه حد:‎ )۸ 
Ox Oy 
Oz OZ 


4) أوجد: 


ENSV y —HCOSU Eo. dan co ادا‎ ۱ 
y Ou Ov 
۲ ۱ : BE 2 OZ O7 ۲ e 
"U <- Xy ma Alum ج‎ =f (u) كان:‎ Isl C rm اه جد:‎ CY . 
3 Oy Ox 


الدوال في عدة متغيرات qo‏ 


CY Y , (‏ الدوال الضمنية 


The Implicit Functions 


لتكن م دالة بمتغرین: X, y‏ تحقق الساواة: 0= (ر,x)‏ 7 aim‏ 

إذا كانت المشتقتان: Of‏ 4 متصلتين داخل قرص داتري مفتوح V)‏ يحوي نقاط محیطه).وکان : 
١ 1 | Oy ôx‏ 

9 لا يسارع الصفر عند نقطة ) (x, y‏ داخل القرص تحقق الساواة )£ , ۰)۱۲ عندئذ توجد 

: 2» 


دالة ضمنية ۲ y = F(x):lgaeU‏ محقق المعادلة )£ , ۱۲) ومشتقتها تساوي: 
Of‏ 


)۱۲ , ۵( dy _ _ 2x 
dx F 
Oy 

(31, ۱۲( Jt 

CY, 0 f(x,y)-x^*y^-120 : إذا كان‎ 


4۲ فأوجد:‎ 
dx 


o3] Y ay, L =2‏ استناداً للمساواة (۵ , ۱۲ ۰ فإن: 
CV‏ 


3 


dy Ox 2X X 
= = —-— --- (|y #0 
dx f 2y y" *0 
Oy 
کثرتا حلو 2( وأن النقاط‎ Ley Ale SU IR^ على السئو ی‎ uel uasa d oo أن ا‎ Jis MW 
Cy Ox 
الأصل وطول نصف قطرها‎ ikä مركزها‎ x ey? =l المحققة للمعادلة تمثل دائرة معادلتها:‎ 


سساو 1 


وآن: 4 يمثل ميل اماس لمنحنى الدائرة وهو معرف عند جميع نقاط الدائرة باستثناء 
dx‏ 


النقطتين A,B‏ المحققتين y =0 : b ZU‏ وهما تقعان على المحور X‏ 


Y A1 


لتكن f‏ دالة بثلاثة متغيرات : 


إذا كانت الشتقات : 


Ox ôy 
z 


Oz 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


AE (۷,7‏ المساواة : 
لحر 


(AY, V) f x 


(iva els Alan fÁ Mii MI الدرحة‎ zs DR UT 


لا يساوي الصفر عند نقطة ) (x , y ,Z‏ داخل الكرة تحقق المساواة c0 Y, V)‏ عندئذ 


F 08‏ قاعدتها : F(x,y)‏ = ج محقق المساواة (AYY‏ بحيث يكون: 


of 
02 _ Oy 
ûy | E d 

Oz 


)۱۳۲ , ۱۳( Js 
: ادا كات‎ 
Oz OZ : فأوجدا مسفن‎ 


dy Ox 
احل‎ 
بالتال فان‎ Ci 29, 9f zy Eo I 
۱ OZ Qy ` Ox 
> a #0 
22 2 
E. IN qe 
27 7 


f(x,y,z ع‎ > + + 5-1-0 


o 
Oz — a Ox 
Ox er 

OZ 


UT LA) 


of. 
Oz ۵۶ __ 
Ox Of 

o 
92 O 
oy f 

OZ 


V‏ حظ آن الشتقات از ئية من الرتبة الاو للدالة ل هی کشرات حدود وهی متصلة عل 


R^‏ الفضاء الاقليدي ثلائی البعد بأکمله. 


الدوال في عدة متغیرات ۳۹۷ 


لاحظ Call‏ أن العادلة (۱۲,۸) تمثل كرة مرکزها ikä‏ الأصل وطول نصف قطرها 
الوحدة . من جهة آخری فان : 0= 2 یوافقها نقاط الدائرة 1= y?‏ ”× الواقعة في الستوی Xy‏ 


وعند نقاط هله الدائرة a iss‏ ۳ عبر مو جو دنین. 
6x‏ »6 ` ` 


PX CERES 
إذا كانت المعادلة: 11ح “ ر5- ج × » تعرف دالة ضمنية من الشكل: ( (, :) 7 = ج‎ 
OR © موجودة ومتصلة فأوجد:‎ il مشتقاعا‎ 

x Oy 
JH 
f G.y,z)2x -5y* 1120 لنكتب المعادلة على الشكل:‎ 
f 3, = -20y S egt من الملاحظ أن:‎ 


Ox 7 
of 
Oz Ox 3x 2 3z su 
z0)—— =-= = LEN usi 
ior وس‎ a 
02 
Of 
Oê | Oy | -20y — y^ 
(x — = F -— Sp 
OZ 


مثال (۱۵ , ۱۲) 
إذا كانت العادلة: ) y? > 1 -: ^ sin(xy‏ تعرف دالة ضمنية من الشکل: y = F(x)‏ 
مشتقتها موجودة ومتصلة فأو جد: 
X‏ 
JH‏ 
لنكتب المعادلة على الشكل : f Gy) =y? +x? sinxy)-1-0‏ 
من الملاحظ أن : 


۳۹۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


SE دای‎ sin(xy ( +X ^ cos(xy )* y 
OX 
۳ ay ex ooi) 
Oy 
of 
dy __ û : لکن‎ 
dx Of 
Oy 
| : 2s | — 
AP 2t HOP ILE yeso] WR uio d 


dx 3y ? - x? cos(xy ) Qy 


US 150 كال‎ 


X COS y +y cosz +z cosx إذا كانت المساواة : 1ح‎ 


تعرف دالة ضمنية من الشكل : z —-Fíx,y)‏ مشتقاتها الحزئية موجودة ومتصلة » فأوجد: 
Oz OZ‏ 
Ox Oy‏ 


JH 
تكتب المعادلة على الشكل:‎ 
f (X,y,z)2xcosy +y cosz +z cosx -1 لاح‎ 


: بر‎ ۱ l 
L cosy -z da N sin y - COSZ : لکن‎ 


X OY 
Of ۱ 
—— — —y sin 7 - 1 
Öz 
: بالتالى» فان‎ 
Oz | cosy-zsinx Oz X —xsiny + 605 2 


Ox —ysinz -cosx Oy —y sinz c ۲ 


الدوال في عدة متغيرات Y44‏ 
۱) آوجد ۰ فیا یل: 
dx‏ 3 
T o —() (‏ 
+e" )=0 (o‏ م) ول + —-]-xy‏ 
(c‏ اس ×+ ”+ اا 
د( y-2x-lny‏ 


T 
y txe" +x =0 (a 


( الدوال السابقة يعرف كل منها دالة ضمنية من الشکل y —4 x)‏ مشتقتها موجودة ومتصلة) 


s e م‎ E 
BIS ادا‎ ES (O8 us. CY 


Oy Ox 
.3 $ ga 
ساب ور خیم‎ 8 
4 9 235 
x^y - yz +2 21 (o 
y Lo (c 


y/Ln(xy)4z^-2 د)‎ 

zsin^(x + 2((-2 * =2 ه)‎ 

zsin(x^ + y?) 23 و)‎ 

( المعادلات السابقة تعرف كل منها دالة ضمنية من الشكل: F(x,y)‏ = 2 مشتقاتها الجزئية 
من الرتبة الأول موجودة ومتصلة على منطقة (D‏ . 


og)‏ رشان عثر 


المعادلات التفاضلبة الخطبة من الرتبة الأولى 
THE FIRST ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS‏ 


لتکن م دالة بمتغير واحد X‏ معرفة بالمساواة me^‏ ر=(») . من الواضح أن 
ل Pbi‏ الأول e y'‏ تساوي 3 المتغير غير الستقل y‏ والذی d od‏ تعره jo‏ 
المستقل × والمشتقة'ر يرتبطان بالمساواة : 0= ر+ بر. نطلق على هذه المعادلة » بالمعادلة 


التفاضلة. 
بشکل عام : أي علاقة تربط التغیر الستقل x‏ والتغیر y‏ التابع له ومشتقات y‏ 
المختلقة »وس الشکل ار y uy‏ زو F(X‏ 


تسمی بالعادلة التفاضلية من الرتبة n‏ و 7 هو رتبة أعلى مشتقة في هذه العادلة. 
فمثلا: ×= +« هي من الرتبة الأول . 

والمعادلة =x‏ +2۲ + "ر هي من الرتبة الثانية. 

اه‌امنا هنا یترکز هل العادلات التفاضلية من الرتبة اين 


AY, 


حل المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى ومن الشكل :20 F (x , y, y)‏ 
هو إيجاد جميع الدوال من | لشكل : y -7 (x)‏ والتى تحقق هذه المعادلة . 
نسمي مجموعة حلول المعادلة التفاضلية » JAL‏ العام لما . 

سنطلق eo‏ یل عل y‏ قسة الدالة ۶ عند x‏ بالدالة تجاوزا و للتسهیل. 


gay‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


GT V 3) is 
y'-y حل للمعادلة التفاضلية 6 سح‎ » y =e "(x +2): برهن أن‎ 


الحل 
من الواضح أن: *7ع+(2+ y'= (c‏ بالتعويض عن Y‏ و "7 با يساويه) في 
المعادلة التفاضلية » نجد آما محققة. لاحظ آن: 
* مح (2 + +e" (x‏ ”* م +( + y ye * (x‏ 
(۱ ,۱۳) العادلات التفاضلية القابلة للفصل 
The Separable Differential Equations‏ 
الشكل النموذجی هذا النوع من العادلات » هو : 
0( بر( 6 ji‏ 


dx  h(y) 

وهذه تكتب على الشكل: (x)dx‏ ۽ = h(y)dy‏ 

لنفرض أن : () م ورسم قابلتان للتكامل . 

بتكامل طرفي المعادلة السابقة » نجد : جه( و | = [hO‏ 

أو: مدر مرن # ë‏ (ح ابت اختیاری) والمعادلة الأخيرة تغير ضمنيا عن Jas y‏ في 
المتغير × y Dc‏ يمثل حل المعادلة التفاضلية وهو يتبع دوماً ثابتاً اختياريا 5 


تا CAS‏ 
حل العادله التفاضلية: cx‏ (۱ .نم أوجد ا لحل الخاص المار بالنقطة )0,1( . 


ال 


لاحظ أن : © »ب ٠‏ بالتالى فان العادلة تکتب على الشكل : 
dx‏ | 7 


Al. mata) oss ydy =—yxydx‏ المتحولاات) 


| 2 
cac aie : ومنه‎ | yay =-|xdx بتكامل الطرفين » نجد‎ 


المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول £v‏ 


«MU‏ فإن: 20 2 ير+ ”ر مها دای یجان العام) 

لإيجاد الحل الخاص ۰ نعوض عن إحداثيي النقطة (0,1) في الحل العام » فنجد : 
1-2 = م. بالتعويض عن © بقيمتها في الحل العام نجد : 

1= + :د. وهي تمثل دائرة مركزها نقطة الأصل وطول نصف قطرها الوحدة . 


(m, v) dis 
X 


JHH 
P(x)dx =Q (y لنحاول وضعها على الصورة : رل(‎ 
: من الممكن أن نكتب المعادلة على الشكل‎ 
x cos” ydx — —tan ydy 
: فنجد‎ » cos? y نقسم طرفي العادلة على‎ 
xdx = ری‎ = —sin y (cos y ) ^dy 
COS y 
(—siny (لاحظ أن مشتقة ما بين القوسين في الطرف الثاني هو‎ 
بتكامل الطرفين نجد:‎ 
au X S08) LL. FEE C 
ادل:‎ . 7 = E TC : ومنه‎ | xax =f (cosy) (—sin y )dy 
2 1 


x = - + “معو + * راجح م2‎ y =2 
(cosy) 


Y)‏ ,۱۳) العادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأول 


QT.) 


P.O ——‏ دالتان متصلتان على الفترة (a,b)‏ 


fag‏ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


الحل باستخدام عامل التکمیل: 
(I‏ لحل المعادلة V)‏ و )١‏ نبحث عن العامل £4 والمسمى بعامل التكميل والعرف بالصورة: 


Y) a re‏ عدوم 
ب) نضرب طرق العادلة (۱ ,۱۳) e‏ العامل فتصبح Je‏ الشكل : 
CMT $T uy - P(x)y) 2 Q(x)‏ 


من الملاحظ أن الطرف الایسر هو مشتقة للمقدار مم » HIL‏ فان المعادلة OY ,Y)‏ تكتب على 
الصورة : 
)2-uQ(x)‏ 54 
N=‏ 
بتكامل الطرفين » نجد : 
uy = | uQGOdx +‏ ( © ثابت اختياري) 
وبتقسيم الطرفين على ۸۸ ۰ نجد : 


OD 


مثال )£ , ۱۳) 
حل المعادلة التفاضلية: * مح + 
ثم أوجد الحل الخاص المار بالنقطة (0,1) 
(I‏ لاحظ أن:1- P(x)‏ بالتالي فان ۸4 »يساوي : 
P(x )dx dx‏ 
paal ۱ 595 —e‏ 


ب ) لا حظ أن : مح ()0. إذن : 


fuoa )dx = [ee "dx = fax =y 


(uoa dx +c) واستناداً للمعادلة‎ (e 


y a lr tc)-xe +‏ ( © ثابت اختياري) 

E 
بالتالي فان الحل‎ lse إذن:‎ c ا لحل الخاص: من الملاحظ أن النقطة )1 ,0( تحقق المعادلة السابقة‎ 
y ze * (x +1): الخاص هو‎ 


المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى 
مثال (ه و ۱۳) 


حل المعادلة التفاضلية : * مبجرح (x <0( xy'+y‏ (۵ , ۱۳) 


ال 
العادلة ليست على الشکل النموذجي . لنقسم طربي العادلة على X‏ شتححك : 


أ) من الملاحظ أن : - px)‏ ء بالتالى فان : 


| 
edx T 


geyl =e =x 
: إذن‎ Q(x) ب) لاحظ أن : * م-‎ 


۳ Q ) dx= [xe ~ dx 
فان:‎ QUU. v =× odu -e "dx لنکامل بالتجزيء : لنضع‎ 


2—e *‏ و 2dx‏ يك .اذن: 


[xedr =u - [udv - —xe^ + [e^ يوق‎ =-xe™ -e7 
1 1 T 
y -—([uQG)*c) —Cxe * —e* +c) 
H 1 


y د‎ JE yE : فان‎ JJL 
X X 


)۱۳ D dis 


حل العادلة التفاضلية ا ی = y'sinx +2y cosx‏ 
sin‏ 


الل 


نقسم d b‏ العادلة sinx (Je‏ فنجد: .س ليان 
sin ۷ sin X ١‏ 


2| dy 211051113: ) In(sin? x ) 2 1 
i SINY =e OVI =g d = Kn X : عامل التكميل‎ (I 


$41 تطيقات à‏ —— التفاضل والتكامل 


(لاحظ عند تكامل الكسر : SOSE‏ أن البسط مشتقة للمقام ) 


sin x 
(sinx > 0 : كان‎ 13] JA ونحصل على نفس‎ csinx < 0: (فرضنا أن‎ 


[ad = [sin x a, =+ : ب)لاحظ أن‎ 


n x 


چا لذن ال هو : (0+(م y - 2 (f‏ 
u‏ 


FE a لظ‎ us TF 


5111 X sin X 


( 


X -c)-2csc! x (x +c 
( ) 


حل المعادلات التفاضلية التالية : 


Secxy'-—cscy (v sec” xdx —e^dy =0 )١ 
: 52000 
x(l+y)dx -0+ بك(‎ (i y= (۳ 
X 
2 
x tany =1 C xy dx +e“ dy =0 (o 


x cos? ydx +tanydy -0 (A ۵۵۵ =(4+e™ y (v 
(0,ع)‎ zit Ju phi ثم آوجد الخل‎ y :عر‎ xe Lau حل العادلة‎ (4 
: حل المعادلات التفاضلية التالية‎ 


dy 
x برو بر 62 ۱ * بط رت‎ =e“ (Vs 


2 dy 


dy 2 _ 919 (yy x mum E =1 (1۲ 
dx 


ux X‏ ان 
15 حل المعادلة التفاضلية : y'—-2y-4x‏ ثم أوجد الحل الخاص المحقق للشرط 


. 7)0(-1 


ay) oj)‏ شر 


المعادلات dila all‏ والآحداتبات القطببة 
PARAMETRIC EQUATIONS AND POLAR COORDINATES‏ 


١(‏ ,۱) المنحنيات القطبية 


The Polar Curves 
(Polar Coordinates) الإحداثيات القطبية‎ 
في الستوي الديكارتي تتحدد‎ p نعلم أن النقطة‎ 
Gy) بزوج مرتب من الأعداد الحقيقية‎ 
سنعرض الآن لطريقة أخرى لتحديد هذه‎ 
النقطة. لتكن 0 نقطة في المستوى ندعوها‎ 
بالقطب (أو نقطة الأصل) ولنرسم في هذا‎ 
المستوى نصف مستقيم موجه 04] (ندعوه‎ 
(Polar Axis) بالمحور القطبي)‎ 
)0 لتحديد أية نقطة م (لا تنطبق على‎ 
في هذا المستوى (ندعوه بالستوي‎ 
0 القطبی).ندیر المحور القطبي حول‎ 
بزاوية موجهة قیاسها 6 حتی ندراك‎ 
النقطة م (سواء بالحهة الو جبة المخالفة‎ 
لاتجاه عقارب الساعة أو الحهة السالبة).‎ 


شكل (۱ ,۱4). 


Pv‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


]15 كان )0 [Operi‏ « فإن الزوج (r, 0) 5 dM‏ كاف لتحديد النقطة م . وهناك عدة طرق لتحديد 
هذه النقطة فيغلة: (2 pQ.‏ تتحدد کےا في الشكل .)١ 5 , Y)‏ إذا اعتبرنا Op‏ عورا موجها وافترضنا 
هو إحداثي النقطة على هذا المحورء فإنه يمكن للعدد : أن يأخذ قي| موجبة وقیما سالبة وفي هذه 
الحالة فان نظير النقطة: (0 p(r,‏ بالنسبة للقطب 0 هي النقطة .p'(—r,0)‏ لاحظ أن النقطة p.)‏ 
تتحدد أيضا بالصورتين التاليتين: 


277 
T. e (س لماج‎ 
۳ p-2, 7 7 * 3 


شکل 1,40 


CY)‏ العلاقة بين الإحداثيات الديكارتية 
والإحداثيات القطبية. 
یمکن أن : نستنتح من الث لشکا (۳-۱) آن: 


(3, ES 


المعاد لات الوسيطية واللاحداثيات القطسة ۹ 3 $ 


y-rsin 0 « دعر‎ rcos 0)1( 


(AE, 3) رس دم‎ «y^ 4 tang = X (ب)‎ 
1 


9 محورا موجها وتأحذ‎ Op عندما یکون‎ (V £, ۱( یمکن آن نثبت صحة العلاقات فى‎ LS 


(5E. مال(‎ 
اكتب العادلات التالية بالشكل القطبى:‎ 
(x^ y) x^ w^ (T) x? + y? -2x =0 (Y) 


a,b e (c #0) axe-by- c CY)‏ لا تساویان الصفر معا. 


الحل 
(Y)‏ بالتعويض عن قيمتي Xy‏ بيا يساوم من العلاقة (۱ , »)١١‏ نجد: 
0= 2۳0090 - ثم وبفرض ۲70 فان 0 205 < r‏ 
لاحظ أنه بالتعويض عن 9 بالقيمة ل » نجد 0 a2‏ إذن: 
نه بالتعويض عن ar mid epe‏ ادن 
e r - 08‏ 2-0 - كبرب (x- D^ + y^ 21e x^‏ 
و هده معادلة دائرة مركزها (1,0) وطول زص + قطر ها الو حدة. 
(Y)‏ بالمثل فان العادلة | لقطبية للمنحنی: GO - y^) =×” e y^‏ هی: 


cos 0—r^sin 8) =r"‏ 27 ) حه 1= 20 (r «0)r^ cos‏ حم 


a4 


E =‏ 4 < ۲ 
cos 20 cos“ 20‏ 
من الملاحظ أن نقطة الأصل هي حل للمعادلة الديكارتية ولا يظهر في الصورة الأخيرة 


للمعادلة القطبية. 
(Y)‏ المعادلة القطبية ll‏ تا هی : 


C 


bsin8) =c‏ د r(acos0‏ »€ سس 
a cosa + bsing‏ 


وهذه معادلة مستقيم لا يمر بنقطة الأصل. 


النحنی القطبى 
PEE‏ النقاط (0 (r,‏ في الستوی القطبی والتى تحقق المساواة التالية: 

(E r = f(0) |‏ 
ببيان المعادلة القطبية أو المنحنى البياني للمعادلة القطبية Y)‏ و ۱). فمثلا المعادلة: 1 - HEr‏ بيانيا 
دائرة مركزها القطب وطول نصف قطرها الوحدة. 


تعريف (۱ , ۱) 
نقول إن النحنی البیانی للمعادلة: (100 = r‏ متهاثل بالنسبة للقطب» ذلك إذا تحققت الساواة: 


(TET f(0 + x) = f(0) 


هذا يعني أنه إذا كانت النقطة )0 (r,‏ من نقاط النحني» فإن النقطة: (7+0::) هي Laf‏ من نقاط 


النحتي: شكل )8 ,£ 0 


)۱ و‎ ۲( cà 
نقول إن المنحنى البياني للمعادلة (۲ و ۱۶) متناظر بالنسبة للمحور القطبی. ذلك إذا محققت‎ 
المساواة:‎ 


(^£, £) f(— 0) = f(0) 


هذا يعنى أنه إذا كانت النقطة )0 (r,‏ من نقاط النحنی» فان النقطة: 
(0-,1) هي أيضا من نقاط النحنی» شكل O £, E)‏ (ب). 


تعريف (۳ , ۱) 
نقول إن المنحني البياني للمعادلة Y)‏ ,۱۶) متناظر بالنسبة للمحور y‏ (العمودي على المحور 


القطبي)» ذلك إذا تحققت الساواة: 
f(0)‏ = (0-)۴ « أو المساواة: (1)0- = )0 f)‏ )0,£\( 


المعادلات الو سيطية والاحداثيات القطبية 2١١‏ 


هذا يعنى أنه إذا كانت النقطة )0 (r,‏ من نقاط المنحنى» فإن النقطة (5-6,:) أو النقطة: Cr-9)‏ هی 
أيضا من نقاط النحنی» شکل C) )١5 , E)‏ 


P(r.0) 


EE P"(r,r+0) 
P'(r,-0) 


(5 


(=) 


P' (—r,-0) أو‎ P'(r,n-8) , 


ED 


SAY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


زاوية اماس لمنحن قطبى 


.) ۱ , ٩( شكل‎ 


لیکن ۰1,۷ الحورین الاحدائیین الناشتین من الحورین xy‏ بدوران حول الحور ias x‏ 
فیاسها 0 کا هو موضح في الشکل )6,0( 
لیکن ,7 متجهي الوحدة الحمولین هل الحورین ابحدیدین؛ ولیکن ds]‏ متجهعي 
الوحدة الحمولین على الحورین القديمين ,× . بفرض آن: (1)0 = ۲ العادلة القطبية للمنحتی © وآن 
)0 ,)م نقطة منه. فمن المکن أن نکتب: 
r) op — rl‏ إحداني م على الحور (op‏ 


المعادللات الوسيطية والاحداثيات القطبية (AT‏ 


CY CA a ua Ut 
19 19 d 0 
I =cos@i «sin 0 j : لكن‎ 
dI — 4 
—— = —sinÓOi + cosÓ j TE giae ألذة‎ 
8 j بالاشتقاق نجد:‎ 
J ——sinÓi + وی‎ e 
e s - 
46 ` n 


: الشكل‎ e C17, 70 ذلك‎ dae coss 


فللمتجه (op)'‏ الماس للمنحني C‏ عند م مركبتان على المحورين X,Y‏ هما Tr‏ فظل الزاوية ۵ التي 


)١4 


(The Graph of a Polar Equation) بیان (منحنى) معادلة قطبية‎ 

لرسم بیان آي معادلة قطبية من الشکل : (100 ar‏ نبحث عن: 
(۱) جال ۴ الكافي لرسم النحني» ولنفرض أن ۲ موجودة على هذا الجال. 
CY)‏ التناظرات المکنة هذا النحنی. 
(۳) إشارة الشتقة rd‏ ونستتتج منها سلولك من تزاید وئناقص. 
Lla JI C£)‏ ۵ المحددة بالعلاقة: — = tanó‏ عند بعض النقاط الميزة وفیا يلي نقدم الطرائق لرسم 
بعض المنحنيات من خلال الأمثلة التالية: 
مثال(؟5,7١)‏ 

ارسم المنحني التالي المحدد بالمعادلة القطبية: 
r=al +cos®) , 0‏ (منحني القلب) 


2١‏ تطبيقات فى حساب التفاضل والتكامل 


الحا 
(CY)‏ المجال الكافي لرسم المنحنى هو الفترة [7,5-] 
(Y)‏ انى متناظر بالنسبة للمحور القطبی لآن: ٠ f(0)-f(-8)‏ لذا یکفی رسمه عل الفترة 


[0,7] 
= Fr 1+050 E 
? " . —sinÜ gi 
0 2cos? E 0 Nu. 
|»... 8 | 9g 
251Dn— COS— 
2 2 


js (£)‏ 24 إشازة المشعقة: 
من الملاحطظ آن: r'--asinü‏ وأن: 0= ”ع + -06-0,6 . وإشارتها ک| هو واضح 
سالبة دوما على الفترة (0,5): نلخص ذلك في الجدول التالی: 


T 


1 — 0 0 
2 ظ 
0 - 0 ۲ (إشارة المشتقة) 
2a N 0‏ 1 (سلوك r‏ من تزايد وتناقص) 
w 3‏ (قم 4 عند au‏ النقاط) 
à 2 1 1‏ فيم 0 Tir‏ 


(Co‏ الرسم 


شكل (۱ , > ۱). 


العادلات الو سبطية والا حدائیات القطبية ۵ ۶ 


(1£,Y) Jt 
: (Sketch the polar curve) ار سم المنحني القطبي‎ 


r= a0 ; a> Û‏ (حلزون آرخیدس) 


ال 

(۱) النحنی متناظر بالنسبة للمحور y‏ لأن: —f(0)‏ = (1-0 لذا یکفی رسمه على الفترة (0,0] 
ll,‏ نظير الجزء الناتج بالنسبة للمحور ۷. ۱ 

(Y)‏ دراسة إشارة المشتقة: 

من الملاحظ آن: 0 < 2 = "1 » ومنه يظهر الجدول التالي: 


0 0 o0 

E + 

r 0 7 00 
tan 0 = | 0 


A 
لاحظ أن + تزداد من الصفر حتى 7 عندما تزداد 0 من الصفر وتنتهي إلى ما لانهاية.‎ 
(۳)الرسم‎ 


شکل (۷, ۱4). 


TE‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


) 52 t) UL S 
r = f(0) = sin(40) ارسم المنحنى:‎ 


الحل 
O)‏ الملاحظ أن: fO‏ =( +0)/ 
هذايعني أن النقطة A(r O7)‏ تنشأ من النقطة )0 ,)م بدوران حول 0 بزاوية قدرها . إذن 
لو رسمنا الجزء من المنحني الموافق للفترة 0.7[ ثم قمنا بعملية دوران ل هذا الجزء حول 0 بزاوية 
قدرها .7 لحصلنا على نصف المنحني. وبإجراء هذه العملية بعد ذلك مرتين متتابعتین نحصل على 
المنحني بأكمله. 
CY)‏ المشتقة الأولى: r' = 4cos(40)‏ 

تنعدم المشتقة على الفترة: 0,7[ عند التقاط : 


وو نامسق 
8 8 
ويملاحظة آن : vant‏ ن = tang‏ 
4cos(dg) 4 i‏ 
فإن جدول إشارة المشتقة يظهر على الصورة: 
z z 3 z‏ و ol‏ 
١ 8 4 8 2‏ 
r' 4 0 4 — 0‏ 
l 77 0‏ لا 0 r 8 7 1 NJ‏ 
Hn X‏ 
n — T‏ سد 8 
2 2 0 


الماسات عند بعض النقاط الم : 
x LP‏ 

xeli)‏ النقطة )0,0( الماس للمنحني يمس المحور القطبي. 

(ب) عند النقطة .1 : اماس للمنحني عمودي على المستقيم 02 


To. 5m BEL ER aa 


المعادلات الو سيطية والإحداثيات القطبية SUN‏ 


T á | | 0002 nu ار‎ Ee لاس‎ m 
. 0 - -- (د) عند النقطة (--,1-) : المماس للمنحني عمودي على المستقيم‎ 


(ه) عند النقطة (0.2) : المماس للمنحني يمس المحور y‏ (انظر الشكل (۸, ٤‏ ((. 


بإجراء عمليات الدوران الموافقة. نجد الشکا JU‏ : 


شکل (۱4,۸). 


لاحظ أن النحنی متهاثل بالنسبة للمحور القطبی لآن: 
(100- = (1-0 ومتائل حول الحور cy‏ لأن: (1)6- = (1-0 . وبا أن نظم النقطة )0 (r,‏ بالنسبة 
"—— ا E‏ ا 
mà‏ ۳ 7 هي النقطة )9 ۳ وال f(0)‏ = )0 ۰2 فإن المنحني متناظر بالنسبة 


" MES 
Miete : للمستقيم‎ 


۱۷۵ di 


r= sin 30 ارسم المتحنى:‎ 


jaro 
من الملاحظ أن: (0)/ - 75 :0( إذن يكفي رسم المنحني على الفترة 0ض فنحصل‎ ) ١ 
الثانی وبتکرار هذه‎ e d على الجزء ره من النحني. بدوران ,» حول 0 بزاوية قدرها = لحصل على‎ 
y العملية مرة أخرى نحصل على المنحني باکمله. لاحظ أن المنحني متماثل (تناظر) بالنسبة للمحور‎ 
y لآن: (100- -(0- وهذا السبب یکفی أن نرسم الجزء الأول وأخذ نظيره بالنسبة للمحور‎ 
de ed للحصول عل النحنی با کمله كما سنلاحظ‎ 

۲ )المشتقة الأولى:30 3605 = ۳ 


بملاحظة أن المشتقة تنعدم عند: - 9 8-7 وآن: 
Lan = e TE‏ 
3cos30 3‏ 


فان جدول إشارة المشتقة يظهر على الشکل: 


e| o z z z 2z 
6 3 2 3 
1 3 + () — — 3 — 0 + 3 
r 0 7 1 NI 0 N =] 71 0 
m T 
| 0 نت‎ 1 — Ü 
7 2 2 
y 


شکل (14,5). 


العادلات الوسيطية والاحداثيات القطبية E‏ 


)۱ 5 , 5( مثال‎ 
r^ — cos20 ers ارسم‎ 


ا 

r = + cos20 8‏ 
نحص ل عل النحني 0526/- -+ من المنحني ۲۰۷/۵0۵20 بأخذ نظيره بالنسبة 
للقطب 0. 
لنرسم إذن المنحني: 020 += f(8) =r‏ 

(Y‏ من الملاحظ أن: (1-0 = O)‏ فالمنحني متماثل بالنسبة للمحور ×. یکفی رسمه على الفترة 
(C0820 < 9-7. 71‏ . بما أنه متعاثل بالنسبة للمحور × فيكفي رسمه على الفترة ]0,7[ 


0—-0«—r'-0 ۷ NE د‎ LETS RP مخ‎ (Y 
يدك‎ cos 20 


من جهة أخرى. فإن: م T rto‏ ج ۰0 ومنه نحصل على الحدول التالي: 


ir 
0 0 -— 
4 
۳ Ü 2 00ت‎ 
r ۱ لد‎ Ü 
۳/۹ 
Q 55 1 
(ang سيكت‎ M 
r' sin28 


6 المارسات للمنحني عند بعض النقاط المميزة 
(T)‏ عند النقطة (0,1) الماس عمودي على الحور x‏ 


13 rA ۱ "o AZ st w, E 


کل 


)١ ١, Y)‏ المنحنيات الو سيطية 
The Parametric curves‏ 
لتكن »f‏ ع دالتين معرفتین على الفترة 1 وقابلتين لالاشتقاق على هذه الفترة. نسمي مجموعة 
كل الأزواج المرتبة cy)‏ المعرفة بالصورة: g(0‏ = لا, ()1 = (tel) x‏ بالمنحني الوسيطي. 


لرسم بيان هذا المنحني» نبحث عن : 

(Y‏ مجموعة قيم ا الكافية لرسم المدحني. 

۲ إشارة المشتقتين '1,'ع ونقط انعدامها» ثم نحدد سلوك المتغيرين ex‏ لا من تزايد وتناقص. 
(Y‏ التناظرات المکنة. 

5) الستقیات القاربة. 


مشال ( ۱ ۷) 


x-f()-t , << 


العادلات الو سيطية والا حدائیات القطبية EY)‏ 


ال 

.] لا,* معرفتان لجميع قیم‎ C 

(Y‏ من اللاحظ أن (10- = ۰1-0 )ع = (ا-)ع. هذا يعني أنه لو كانت (x, y)‏ نقطة من 
المنحني «C‏ فان النقطة (-x y)‏ نقطة أيضاء أي أن © متناظر بالنسبة للمحور y‏ لذا يكفي 
رسمه على الفترة (,0] ثم أخذ نظيره بالنسبة للمحور y‏ 

۲۰,8 اسان الشتفتان‎ auo (Y 


y =2 « x 2 3C من الملاحظ أن:‎ 
۱ 0 55 
X 0 Es m 
X 0 7 7 
E 0 T ap 
y 0 7 م‎ 


من الواضح أن المنحني متزايد على الفترة (,0]. 


TATEA 
عند البحث عن النقاط التي يكون عندها المماس موازيا للمحور السينات نبحث عن النقط‎ 
.) + 0 (شرط أن يكون‎ y انعدام‎ 
وعند البحث عن النقاط التي يكون عندها الماس موازيا لمحور الصادات نبحث عن نقاط‎ 
.)۲ ±0 (شرط أن يكون‎ x انعدام‎ 


b‏ عند هذه النقطة 


X 


وعند انعدام ۲ معا عند نقطة معينةء ندرس نهاية المقدار 7 — 


لنتعرف على وضع المماس. 


(AE, Y) ملحو ظة‎ 
نعلم آن:‎ 
doy _ d y - Z5 - sl ۱ 
d dx X dt\x عق(‎ dt\ x 
xy" — y'x" d O xy" yx" 
Gy x 


للبحث عن نقط الانقلابس» تلوس [قبازة القن 520 ونقط انعدامه. ثم نحدد تبعالذلك نقط 
dx '‏ 


الانقلاب إن وجدت. 


ففى مثالنا: 
doy xy -yx 6t" -1224‏ 
dx x"? 2718‏ 
#0 . = 
Ot‏ 


فالمنحنى محدب (مقعر نحو الأسفل) على المجموعة )0( R-‏ ولا يوجد نقط انقلاب له. 
(E‏ من اللاحظ أن 'ر,'× منعدمان معا عند 0 t=‏ . ومن المساواة: 
dy y 2 2‏ 


۸-0 dx E 


Co)‏ الرسم 


LE 
EL TIS 
Ta 
Fè 
b 
i 
LIE 


i 
Pay 
* 
* 


شكل )5 3£,5( 


المعادلات الو سيطية والاحداثيات القطبية E‏ 


)۱,۸( JL Ls 


ارسم النحني الوسيطي ii‏ 


الحل 

۱( يكفي لرسم المنحني أن تأخذ t‏ مجموعة القيم: ]77,77[ . 

(Y‏ من اللاحظ أنه عندما تستبدل ‏ بالقيمة t‏ في معادلتي النحني نجد أن (x,y)‏ تستبدل 
بالنقطة (إ-,×+) c‏ هذا یعنی أن النحنی متناظر بالنسبة للمحور ×. وعندما نستبدل t‏ بالقدار Tt‏ » 
نجد أن النقطة (X, y)‏ تستبدل بالنقطة xy)‏ » هذا یعنی أن المنحني متناظر (متهاثل) بالنسبة 
للمحور cy‏ إذن المنحني متناظر بالنسبة لنقطة الأصل. 


i ME 3 ۱‏ 
يكفي رسم الجزء الواقع في الربع الأول الموافق للفترة ]0,7[ . ثم أخذ نظيره بالنسبة 
للمحور × وأخذ نظير القسم الناتج بالنسبة للمحور y‏ للحصول على المنحني بأكمله. 
۳ المشتقة: 
x' = —3a cos't sin t‏ 
y —3a sint cos t‏ 
من الملاحظ آن: 


(YE, A) % = tanê - tanı 


X 


)9 زاوية الماس للمنحني مع المحور (x‏ 
جد‌ول اشارة الشعقة الاول: 


t 0 — 
2 

x. Ü 5 0 
X 3 لد‎ 0 
0 + Ü 
Zl a 

0 n 
58 2 


من الواضح أن المنحني متناقص على الفترة ]0.7[ ویمس الحور A ze x.‏ النقطة (2,0). 
وأيضا يمس المحور y‏ عند النقطة (0,3). 


syg‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


۳ | عد‎ 20 day _ 2, dt 
)۱ 5 (بالاستفادة من (48و‎ "E = —sec o 


2 4 
—Ssec 7 _ Sec t 


—3cos^tsint  3sint 


" . 3 — 5 lay rac Tas 
موجبة على الفترة )0.7( والمنحني مقعر على هذه الفترة.‎ E فالمشتقة‎ 


CX 


نرسم الجزء الواقع في الربع الأول ثم نأخذ جميع التناظرات الممكنة» فنحصل عل المنحني بأكمله. 


JE, V) Jes 


(4-16) JUL s 


5_5 
ارسم الہ لنحني : xt yep‏ 


3( الجال هو : R‏ ورم حظة أن النقطة (xy)‏ تستبدل بالشطة (x,—y)‏ عندما نستبدل t‏ بالشدار A‏ 
في معادلتي المنحنيء فان النحني متعائل بالنسبة للمحور «. يكفي رسم الجزء الموافق للفترة 
(,0] ثم آخذ نظیر هذا الجزء بالنسبة للمحور X‏ 


المعادلات الوسيطية والإحداثيات القطبية 28 


xs دراسة اشارة‎ (Y 


x! = ۲ ۱ نس دير‎ 
TU «JJL 
x'202t20« t=1&y=0 
ومنه امحدول التال؛‎ 
t 0 1 oo 
X 0 + 2 + 
X () Fa) 1 Fi ao 
y' 1 + 0 = 
y 0 7 A N -00 
3 
tan 1 =0 فك‎ 0 
X 2 


على هذه الفترة فإن المنحني يقطع المحور x‏ عندما: £z)‏ ; 3 < ۲ وعند 
ذلك فال: 3 < ×» 0 = × . فنقطتا التقاطع مع حوري اللاحداثيات iL‏ )3,0( , )0,0( من جهه 


أخرى فان: 
بدح diy. XY‏ 
 -2:^ -2‏ )^20-1- )21-220 
gr 2۹‏ 7 


š là‏ حدب على الفترة )0,00( وهو يمس الحور y‏ عند نقطة الأصل . لا.حظ ol‏ للم حني 


۲٦‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


الرسم: 


C£, شک‎ 


تمارين (۱ و ۱) 


2 2 
LL 1١ y-2x-x* (| 
a% b 
y=sin x (£ y = (e? 4e ۳ 
2 
3 
سس(‎ (i y — X? (o 
2 x 
p. (x—4)y^ = x(x—3) (V 
y -Inx )۰ x? - 2 - (A 
y^ aayy y2xx-D(-2) (3 


y=tanx (1 & y=sinx (YY 


العادلات الو سيطية والا حدائیات القطبية ۷ ۶ 


xy =m“ (10 


1 


"7 
| ب‎ x^ 


(AN 


y- 
a^ y? = x^(a? - x^) (44 
x —-In(secy) CY Y 


y? - x(x-3)? (YY 


أوجد النقاط: (r,‏ حيث: 0€0«360 


(نقاط التقاطع) ثم ارسم هذه النحنات: 
2-505 6090 - ۲ 

r-1-cosÓ , دم‎ ۰0:0) 

r < 5۱020 , r -1(YA 

r 2-secÓ , r=cosð ("> 
r-4-—4cos20 , r-sinO(Y'Y 
r-c6,r-3cscO(*t 

r=sinf , r <3- 25180 (Y 

r - 6090 , r-1-2cos0 (Y A 

r^? = 0 ; r^ =cos20 (£* 


ملحو ظة: المعادلة: کے SE Îr‏ 


l IEE 
| - وم م + | ۵ م‎ 


5 
y= | 24r 
X ta 
s ف‎ 
تس‎ 21۸ 
i b 
jc (s 
E 


y -In|sinx|(YY 


والتي تحقق كلا من أزواج المنحنيات التالية 


r=l+cosð , r=l+sinð (Yo 
r -]—sinO , r=sinð (YV 
r=2cos20 , دم‎ 3 (Y4 


۳ ح‎ 4 : r = 2secO ۱ 


r-4—4cosB , r= | 

1-586 

| وین‎ 2 A E (Yo 
| ^ sin 1+ 0 


r-2-sinO(YV‏ , 1- 5116م 
r -sinü , r =1+2sinê (Y4‏ 


r? -sin20 , -م‎ 2sin@ )؟١‎ 


r=‏ حيث 0 < ۲ و 0 ce»‏ تمثل قطعا ناقصا إذا كان 


1 > » وتمثل قطعا زائدا إذا كان 1 ce‏ وتمثل قطعا مكافتا إذا كان: 1 = e‏ 


ارسم کلا من النحنیات القطبية التالية: 


r - 201+ cosQ) (£ 


r= 4cos Q(£Y 


SYA‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


r < ٩1۱03۳ (£V r=2se T (f r -2cos30 (£0 
r - sin20 (£4 r? =sin40 (£^ 

(0Y r-e 7" (o r^ 22cos20 (0*‏ دم 

r -30 (00 لمم لو‎ t r = X(1—sin8) ۳۴ 


7 )ضع المنحني التالي بشكله القطبي ثم ارسمه: y^‏ ”×= “ر+ x*‏ 
y-a(l-cost) « x-a(t—sint) ۷‏ (حيث: 0 (a>‏ 


(a,b < 0 (حيث:‎ x-acost « y=bsin t (0A 


۰) ضع المنحني التالي بشكله الوسيطي ثم ارسمه: 


إرشاد: ضع: X = 5 cos t‏ 
0۱ ضع المنحني التالي بشكله الوسيطي ثم ارسمه: 
HF SA , a»0‏ 

X < 26097 t ارشاد: ضع:‎ 

ارسم كلا من النحنیات الوسيطية التالية: 
y=a-bcost «x-at-bsint ۲‏ 

)( > > 

v-a(2sint -sin2t) « x-a(2cost —cos2t) (Y 


Zat? 301 
t X A 
م ب[‎ 


(€ 


رشەن ed)‏ عشر 


الدوال الزائدية 
THE HYPERBOLIC FUNCTIONS‏ 
(Yo , ۱(‏ الدوال الزائدية 
The Hyperbolic Functions‏ 


انطلاقا من الدالة الأسية الطبيعية المعرفة بالقاعدة: =٥"‏ ر 


لنعرف دالتي اليب وجيب التام الزائدتين ونرمز هما وعلى التوالي» بالرمزين: «cos h csin h‏ 
بالصورة: 


)۵ ر‎ 
Y 
¥ = cosh x 
/ 
rj 
۳ 
رام‎ 
1 Pd FON 
yege si 
p ۳ y = sinh x 
. )۱۵ , ۱( شكل‎ 


27 5 


gPa‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


من Y)‏ و ۰)۱۵ نجد بالجمع تارة وبالطرح تارة أخرى: 


(Yo, Y) 


(coshx + sinhbx)(coshx —sinhx) = e* «e * = e" =1 


ادد: 


Cra. Tg Icosh^ x—sinl x=] 


بالطريقة نفسها التی عرفنا ہا بقية الدوال المثلثية (Trigonometric)‏ ابتداء من دالتى ایب 
و جیب e cJ‏ لنعرف دالة الظل الزائدية وظل التمام الزائدية والقاطع الزائدية وقاطع ell‏ الزائدية 


: سخ رمزنا ده الدوال بالرموز: 


tanh, coth, sec/ , رعق‎ 


الدوال الزائدية e١‏ 


y —-coth x 


Y 

|x = cosh x 
1١ ! / 
١ bt 

۹ l 
۷ م‎ 
^ P d 
` A v-1 
M - sech x 


.)۱۵ , Y) شکل‎ 


من (Yo ,Y) iP‏ وبتقسیم طرفيها على cosh" x‏ مر ۵» وعل sinh x‏ مرءة آخری. 


تخل 
(Yo. £) | - tanh“ x 2 sech^x‏ 
3 


coth? x-l- csch^x 


نظرية )1-0( 


sinh(&x + y) > sinhxcosh y + coshxsinhy 


cosh(x + y) = coshxcosh y + sinhxsinhy 


البرهان 
ترشن عل :الأول منهیا. حسب تعریف دالة ایب الزائدية یمکن آن نکتب: 


x+y —( x+y} Y —v 
5 TE e ۳ ۳ 


X y -— 
e ere" —g "g 
sinh + y) ا - ت‎ 


2 2 
)۱۵ و‎ Y) (استفادة من‎ = V [(coshx * sinhx)(coshy + sinhy) - (coshx -sinhx)(cosh y -sinhy)] 


= V, [2sinhxcosh y + 2coshxsinhy] 


DA و منك‎ 
sinh(x y) 2 sinhxcosh y + coshxsinhy 
Ac ( ۱ ۵ F ۱( من‎ 
۱ E cx e* —p 
sinhtri= ————— سس‎ 
cx) 2 J 


أى أن: coshx) = coshx : o « sinh) 2 —sinhx‏ إذن: 


)١6,5( 


هذا يعني أن دالة الجيب الزائدية دالة فردية» وأن دالة جيب التام الزائدية دالة زوجية. 
لو عوضنا في )0 ,0( عن y‏ ب -y‏ نحصل عل المتطابقتين: 

sinh(x — y) = sinhxcosh(-y)  coshxsinhC y) 

coshí(x — y) = coshxcosh(-y) + sinhxsinhC y) 
Ol (Yo, 1) وحسب‎ 


sinh(x— y) 2 sinhxcosh y ^ coshxsinhy 


۱۵ ۷ 
ال‎ |cosh(x — y) = coshxcosh y - sinhxsinhy 
ب« ف )10,0( نجد:‎ y بالتعويض عن‎ 
| sinh2x — 2sinhxcoshx 
(Yo, A) 


cosh2x = cosh* X+ sinh? X 


وبالتعويض في المعادلة الثانية من A)‏ ,۱۵) عن cosh^x‏ با يساويها من الساواة: 


. 2 à 
DJ» e» cosh x -1+sinh x 


الدوال الزائدية ع 


cosh2x = | + sinh* x لذو‎ X 


< [ + 1 nh X> 


cosh2x = 2sinh? x41 


(16,4) 


0 cosh2x -] 
2 


sinl? X 


بالثل لو عوضنا في O0, A‏ عن sinh? x‏ بالقيمة 1< c cosh^‏ لو جدنا: 


cosh2x = 2cosh* x-1 


cosh2x-41 
CO sh? an amam 


نظرية Y)‏ , ۱۵) 
مشتقات الدوال الزائدية هى على التوالي: 


henen‏ ا 
dx dx‏ 


2 [cothx] = —escA?x (f n. [tanhx] = sech" x (Y 
m dx 


2 teschx] = —cschxcothx (1 2 = -sechxtanhx (9 
dx ax 


dls zl 
لنبرهن على ثلاثة منها ونترك البقية للقارئ:‎ 


۱ "م‎ d. T e? 
sinhx = ةم‎ => —(sinhx) = AE M GER coshx 
2 dx " : 
[iiio HEN T SERE OR HERR, E. =sech*r 
coshx dx ۱ cosh? x cosh x 
l d sinhx 1 sinhx | | 
secAx- => ——(sechx) = — = سس . سس‎ = -—sechxtanhx 
coshx dx cosh? x  coshx coshx 
(Yo, dL 
إدا كات:‎ ey أوجد‎ 
y- (coshx)?inh« „gosh ( ١ 


y =log (coshx) E 


مم تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ال 
(١‏ نضح (۷ = q coshx‏ فنجد: 
ا 
را 


coshxIn(coshx) + 
coshx 


5 y! E ue. 


3905h*" 1n3.sinhx?.2x > y' = (coshx)? (coshxIn(coshx) + sinhxtanhx) + 


: 
5 .] d " 39 
3995hX 1n3sinhx?-2x 


; sinhx tanhx 
Vy ———— — —— —_—_ 1 


^  ecoshx-In2  In2 


(Y 


من جدول مشتقات الدوال الزائدية نظرية (V6, Y)‏ نجد: 


| sinhudu = coshu م عد‎ | coshudu = sinhu +€ 


| secon uau= tanhu + ع‎ | esc h^udu = —cothu-c 


| e ۱۷ tanhudu- -sech u +c | esch u cothudu = —-cschu-c 


مثال (\0,Y)‏ 
آوجد التکاملن: 
sins? 556‏ | 
ا cost?‏ | 


الحل 
١‏ )طريقة أولى: 


| sinn ids = [8 — an M - xto 


طريقة ثانية: 


۱ X XT | | l 
| sinn? xdx= جم‎ dx= de از‎ (۲ 


y _ دصکی‎ In(coshx) 4 > فلت‎ 


الدوال الزائدية £Y'o‏ 


I| سم‎ g^ p^ er y sinh2x x 
| 2x — pp ل ل‎ 
4l 2 8 2 4 2 
طريقة أو‎ (Y 
| cost? xdx = | بت‎ era C 


xz 
X —X 
fco sh? xdx= 1 | dx= zl (e T aae )dx 


p... * و‎ sinh2x 1 
-r OCUaW9 uq ust» 


8 2 4 
(3o., Y) JLi 


Í sinh(r&x)d» : أوجد العکامل‎ 


JH 


35) من الملاحظ‎ 
1۳ 347 . ,-In3x In3x — In(3x)! d xcd. 
2 2 3 
)< 0 (لاحظ أن‎ 
TOU بالتالی؛‎ 
۱ ۱ dx 
| sinhdlrBx)dx = Å =f کر ا‎ [2 
3 
مه‎ x NT + ی‎ 
4 6 
(10, £) UL s 


أوجد التكامل : 
(Cosh2x + sinh23)? dx‏ *0 ۳ 
J>‏ 
من الملاحظ أن: JIL c cosh2x + sinh2x = e^*‏ فان التكامل يصبح على الشکل: 


۳ P o 1 
fe 10x (42x 6 dx= Íe astare 


e‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


de y آوجد‎ 


y =1n(sinhx*) (Y y — e* sinhx? (! 
y —^sinh' (e?) (£ y —sin(sinhx) (Y 
y= ) + tanh* x)^ (1 y —(coshx)*?** (o 


X tanhy x 


gn ENE y =sechx+cosh2x (V 
1 + In(coshx) 


۱ 2 
ms رورم عدي‎ Co y = — cothx — (4 
" )1 + sec hA x)? 


y = (x^ rario +logڊ(coshx)‎ (Y 
Lc 
y-log |× 23 e «[ e" )ل‎ 
0 
ue فیا‎ y أوجد‎ 


y-Inye* مس‎ + stono (^£ y= (coshxy?nb* + ۳ 


E X 
g لا‎ PA (1۵ 


` (sinhx)* 


أوجد التكاملات التالية: 


| cost xdx (VV | sint? xdx (M1 
| sinn? xcosh^ xdx (34 | sint? xcoshxdx ( 9A 
dx dx 
| سس | سس‎ 
sinh xcosh” x sinhxcosh* x 
[cou xdx(YY | xdx (Y Y 
۱ ax (Yo ۱ dx i 6 
25111113308157 x sinh2x--cosh" x 
sinhxdx dx 3 
ی مس‎ | (Y 
 Jcosh2x tanhx-1 


أوجد التكاملات التالية: 
[5e coshx^dx (YA‏ 


| مف‎ h? xsecAxdx (f 


f 2coshQGx)-45 dx (TY 


cosh4x —sinh4dx 


p= cosh? 2xdx (Y £ 


تسش 


cosh3x-4-sinh3x 


à, J51 JI الدوال‎ 


YN 


| دص حمل طعي‎ (Y4 
je sinhQx)dx (Y Y 
| x(sinh3x + cosh3a)? ax (TY 


f cosh(tan ! x)dx (Yo 


[ سپ‎ x? 


| 


(sinhx 4 coshx)? 


$Y A‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


Y)‏ , ۱۵) الدوال الزائدية العكسية 
The Inverse Hyperbolic Functions‏ 
CI)‏ من الملاحظ أن مشتقات الدوال الزائدية التالية» والمعرفة بالصورة: 
ye RK cx sinhy )١‏ 
yek «x= tanhy CY‏ 
ye R” cx cothy (Y‏ 


y € ]I&* « x 2cschy (f 


. )۱۵ , Y) شکل‎ 


(وباعتبار y‏ هو التغیر الستقل و× قيمة الدالة الزائدية عند cy‏ هی على التوالي: 


Ut _ قو‎ O 7179 7 
dy dy 
dx _ cosh) (, % - csch y (Y 
dy sinh y dy | l 


للمثتة ة الأولى والثانية قيم موجبة عندما e y e R‏ وللمشتقة الثالثة والرابعة قيم 
سالبة عندما تک ر . تقبل هذه الدوال دوالا عكسية. لنرمز لها وعلى التوالي بالرموز: 
e sinh C)‏ وندعوها بدالة الجيب الزائدي العکسی 
c tanh (Y‏ وندعوها بدالة الظل الزائدي p‏ 
ccoth ۳‏ ونسميها بدالة ظل el)!‏ الزائدي العکسي 


.$$ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


.)۱۵ , Y) JS S ونطلق عليها دالة قاطع التمام الزائدي العکسی»‎ c esc (é 


[sinh (sinhy‏ وبالمثل بالنسبة لبقية الدوال» إذن: 


y sinh  ع)١‎ 
p tanh ! x (Y 
y طاو د‎ ! x (Y 


y- csch lx ) غ‎ 


(انظر الشکل Y)‏ ,6( 


(ب) لاحظ أيضا أن مشتقتی الدالتين الزائديتين التالیتین» والمعرفتين بالصورة: 
x —coshy )١‏ 


x = sechy (Y 


وباعتبار y‏ هو المتغير الستقل» هي على التوالي: 


ax 
— كك‎ sinh y (| 
dy e 


dx |  sinhy (Y 


dy cosh? y 


قيم المشتقة الأولى موجبة وقيم الثانية سالبة عندما 0 < cy‏ شكل )£ و ۱۵). تقبل الدالتان 
sec h «cos h‏ على الفترة (,0] دالتين عكسيتين» نرمز هیا وعلى التوالي» بالرمزين: 

١‏ اد وندعوها بدالة جيب التام الزائدي العکسی. 

- ونسمیها بدالة | لقاطع الزائدي العکسي,‎ E 


ادن: 
y 2cosh ! x (1‏ 


y= sech x (¥ 


(حيث 0 2 y‏ )ء (انظر الشكل ٤(‏ و ۱۵)) 


الدوال الزائدية )££ 


شكل )£ , ۱۵). 


sinh ! الصيغة اللوغاريتمية لدالة الحيب الزائدية العكسية‎ 
x-—sinhy € y —sinh x نعلم أن:‎ 
coshy = ال‎ sinl? y = ¥1+x* إذن:‎ cosh” y 212 sinh? y لک‎ 


e^ -sinhy-coshy = + 1+ SALA g 


خد In‏ الط فین» نجد: y= Jisa ex‏ » بالتای فان: 


m - ۱ T 
(sinh ELLE ex 


sY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


الصيغ اللوغاريتمية للدوال VS‏ العكسية. 


Ing x? +1 +x) 
InQ “عد‎ [| +x) 


xeR „ye R" 


مشتقات الدوال الزائدية العكسية: 
من الصيغ اللوغاريتمية السابقة وبالااشتقاق اله للمتغير Jo iX‏ لو alia‏ الدوال 
لاقن العکسية» فعل سبیل الثال نجد الصيغة التالية: 


(tanhx)' = Liini tx)-lInü-x)|- il - T 
2 tx lex 
1 2 E- 


 $0691-9 ia 
والزائدية العكسية.‎ soe RIT 


, [x|«1 


جدول مشتقات الدوال JE‏ 25251 والدوال الزائدية العكسية. 


DSS)ASUS‏ ا 
sinh u coshu tt‏ 


1 ١ 


الدوال الز ائدية 


t EY 


ix قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير‎ cu = g) 


(e- 30) مشال‎ 

أوجد cy!‏ إذا كان: 
y= (tanh ! x) -tsinh | x? + In(coshx) C!‏ 
(x>) y-xcosh ! x « (csch ! x)? (Y‏ 


y=g* sech lx? (Y 


الحل: 


| - 1 l sinhx 
y' 22tanh x- 4 ay 6 
| ] Ji ad coshx 
4 * „=l 1 
y —-cosh x+ -2csch س‎ ٩ 
Ix^ -1 اعد‎ x^ +1 
× 2 
y' =e” sech ! x? - e? سس‎ qu 
x^J1- x* 
(An, ٦( مثال‎ 


حل المعادلة التالية: 
sinh’ (x) - 3‏ 


(X6, 34) 


: HA 
sinh (x) = 10 1 + + X) أن‎ l-N 
(hA بد‎ eene ادن:‎ 

بالتالل فان: +3 - ×+ x^‏ +۱1 


(لاحظ أن الدالة In‏ دالة تقابل) 


CX 


altr =d elka" 22x :05]‏ = ےک دیب والقبول هو: چم 


(لاحظ أن الدالة 1n‏ في المعادلة )10 (Y‏ معرفة إذا كان 0 < (x‏ 
من جدول مشتقات الدوال الزائدية العكسية» نجد: 


Sl- 


(Yo, Y) نظرية‎ 
du-sinh! 4c , a»0 
d 


EN 
du-cosh & +c , > ۷۸ 
7 


(18. M EJ di canh pen ۱ (uka , a>0 
2 
a 


ci 


1 -1 ۷ | 
| du-—coth'—«c , lua , a»0 


= sech- XR] ia , 0 >| |> ۵ 
a 


xi‏ سس[ 


l l Alu , 


du---—-—csch 


E. ý 9 


QU Jl 
لنبرهن الفقرة الأولى:‎ 
ومنه فان:‎ c du = adt نجد:‎ cu = at : لنضع‎ 
| 1 du - | adt =| dt 
yVu? +a? y a^t? +a? Vt? +1 


1 1H 
— sinh hl e 
£t 


= sinh! + 


(بالاستفادة من جدول مشتقات الدوال الزائدية العکسية) . 


الدوال الز ائدية 0 


نتيجة (۱ , ۱۵) 


باستخدام الصیغ اللوغاريتمية للدوال الزائدية العكسية» فان الجدول السابق یکتب على الشکل: 
ع +( + |n ew ta‏ 
u‏ 
pM u aue‏ 


gi 


۱ au 5 
۳1 

ux a^ —u^ 

Tu‏ سس[ 


(1o, V) JL 
: التالية‎ -— dl 


| ZO سح‎ 
HU ER 2x* 


- dai 


[ur 


dt 22e" dx نمی سم‎ =t : نضع‎ 


Nm. 
= cosh! t وروی <ع ب‎ > 


[ dt 
uh ou a l 3 
أو بالاستعانة بالصيغ اللوغاريتمية:‎ 


te= in Ve —9 eee 


(لاحظ آن؛ + 


Tc 


[Rufe 


^ 
م ب 9— 13/7۴۳[ = 


1 dt 
42^ —9 


LEA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


| جك |- تم‎ = sinh? zx بداست‎ (Y 
pm Yr 2 


[iE Ese 
J4A«9x? 3 +× # Ete 
epo + )+e £n eu. 
Pi 7 
d +Y 


ct n ۱۳ fe > 43 


۷3 /3 rr 


"s E epus s [X J3 


13 J3 
أو في كلتا الحالتين باستخدام الصيغة اللوغاريتمية:‎ 


5 dx 3 l EEE] ا‎ 
2433-42 2 4A N3-x 


I 2x? 


صاادم ها | ۵ 


cf 0۳۳۳ A m (للاحظ ان‎ 
a^ — y? 2a بلس قمع‎ 
dt-e يرول‎ ce” =t : نضع‎ CE 
: يصبح التكامل على الشكل‎ 
1 | aA 
-i کا“‎ = -—sech idt E UNT, T TM 
«۷ 44— e? ۰-2 2 2 


(e" «2— x«1n2) 


و حسب الصيغة اللو غاريتمية: 


1. 2444-17 


——ln————— + م‎ 


[257^ 2 t| 
bL. كديب لب‎ 


= ——ln————— +c 


3 2 
| A E 5 m 
1 ۷ tx (لاحظ أن“ ع‎ 


cd dx m 
LENET a ۳۹ 


الدوال الزائدية ۷ t‏ 


(Yo, Y) ثمارين‎ 

أوجد cy!‏ إذا كان: 
y= (sech ! x)? + (sinh? x)**! (Y y = (tanh! (3)? + (cosh2x)*. (Y‏ 
D? * sinh! 3x (Y‏ ب y —^sinh ! x^ 4 In(cosh5x) (f y 2 (x‏ 
y= xsech !x+tanh ! x? (1 nm tan(x? + 1( + XxX sinh ! x (o‏ 
y —sech !x? (A y = In(cosH ! 2x) (V‏ 
y = tanh’ (5x) (33 p cosh ! 2x (4‏ 
y= sinh! (e^ + x?) (\Y y= tanh! (cos3x) ۱‏ 
y 2sech ! J1— 2x (\£ y = tanh! x^ ۳‏ 
أوجد التكاملات التالية: 
corn xdx (1٦ | xdx (Vo‏ | 
eseh "sd | sech xax (1۷‏ | 
[costi xdx (Y ۰ | sinn xdx (V4‏ 
cosh ! xdx (Y Y |+ Dsinh ۱‏ ^| 
(YY‏ مت Jc  x?)sinh ! xdx (Y £ jam‏ 

| -xX 


dx l 
مس | ےآ‎ 
N 9x” -4 Xy 16— x^ 


cu (YV‏ أن: (coshx-tsinhx)" —cosh(nx)--sinh(x)‏ حيث Me n‏ صحيح موجب. 


أوجد التكاملات التالية: 


[a (YA 


6 [ + و 
and uid‏ 
[r‏ 
V4tan? x 49‏ 
م ——[ 
16-7 


YA)‏ (شساوس عسر 


فاعدة لوبيتال 
L'HOPITAL'S RULE‏ 


o0 ۲ فلم () ع‎ .. NE T 
z صيغ عدم التعيين من الشكل 7 أو من الشكل‎ C8, V) 


Indeterminate Forms of Type 0/0 or 00 / 60‏ 
نظرية 0 ,3( (قاعدة لوبيتال) 
إذا كانت الدالتان: ع f,‏ 
C!‏ قابلتن للاشتقاق على الفترة ) (abb)‏ التي تن تنتمى إليها النقطة >. 
(ومن المکن آن لا تکو ن الدالتان ‏ ۶ قابلتین للاشتقاق عند (c‏ 
CY‏ وإذا كانت ۶0 (د)'م لكل xc‏ على هذه الفترة. 


CY‏ 4 ]15 كان "sj x)‏ في حالة عدم تعيين من الشكل : 1 HE Ir‏ عندما cx c‏ فان: 


(s Auct 
2 2 
lim E — B (v lim — (^ 
x0 × دم تج‎ 
۱ CANT NEL ع ا‎ 
lins xlnx ($ T e | 2sinx (Y 
xmn X - In x x0 XSINX 


مه تطقات à‏ —- التفاضل والتكامل 


ال 
۱)الوضع هو حالة عدم تعيين من الشكل | © |. لنطبق قاعدة لوبيتال» فنجد: 
2 .. »2 


lim — = lim — = lim — = 0 
x— g^ — x—e0 g^ جر‎ g^ 


(طبقنا قاعدة لوبیتال مرتين متتاليتين). 
۲)الوضع هو حالة عدم تعيين من الشکل ۳ لنطبق قاعدة لوبيتال» فنجد: 


7 
, x-tanx , l-sec^x . -—Asecxsecxtanx . 
lim 7 = |im—— —— = lim ——————— = 0 
x X x 2X جر‎ 2 


(طبقنا قاعدة لوبيتال مرتين متتاليتين). 
۳الوضع هو حالة عدم تعيين من الشكل © . لنطبق قاعدة لوبيتال: 


e* -ge gen كم‎ +e” —2cosx .. e^ 2 * +2sinx 
—— ————X و يوون ع‎ - 
x0 xsinx x0 Ssinx-4 Xcosx x>0 cosx +cosx— xsinx 
۱ ek ی‎ Dee ۱ بت‎ ques 
. )اخالة هی عدم تعیین من الشکل ۳ لنطبق قاعدة لوبيتال؛ فتححل‎ 
۱ ۹ : 
۲14 —.— h rr 


lim Im — = ق‎ 
x—v ۲ +10۲ x>% ۱+ 


(لاحظ أن: 0- — lim‏ 4 
Y)‏ ,13( صيغ عدم التعيين من الشكل ه-ه أو مه*:0 
تواجهنا أيضا عندما نبحث عن نبايات بعض الدوال» من الشكل : 
h(x) = fœ + gGo (Î)‏ )ت( h(x) = f G)g(x)‏ 
وذلك عندما تنتهی قيمة المتغير × نحو قيمة محددة «a‏ حالتين: 
JULI‏ الأولى: في الفقرة «(D‏ وذلك عندما تكون Cols‏ الدالتين fg‏ على الصورة: 
limg(x) -— , limf(x)=%‏ (أو العكس) 
ندعو هذه الحالة» بحالة دع تعن فزن الشكل med‏ 


po s m s ! "m 4 :‏ ۱ | لا م 0 ,4 
هذه الحالة لا يوجد ها طريقة محددة لردها إلى حالة عدم تعيين من الشكل " أو -», لکن 


الأمئلة النوعة كفيلة بتوليد الملكة التي تمكن الطالب من تحقيق ذلك. 
الحالة الثانية: في الفقرة (L2)‏ وذلك عندما تكون نبايتا الدالتين f.g‏ على الصورة: 
= )رصتنا , 0= 0 )1:8 (من الممكن أن تنتهي f‏ نحو —( 


۶ 0 JU S d قاعدة‎ 


E‏ : هذا الوضع : بحالة عدم تعيين من الشكل ۵ . نضع هنا h(x)‏ على إحدى الصورتين: 
تر ار ها ك = )1 حسبا تقتضيه الضرورة: فتنقلب ال حالة إلى صيغة عدم تعيين 


f) gx) 


من الشكل EM‏ بعدها نطبق قاعدة لوبيتال لازالة عدم التعيين. 


(1. ۲ gla 
lim xIn 3 (Y lim In|/2x--3 - لها‎ +2 (A 
X—»0 x-1 X—»0 
li bs. 3 Ja limcotxlnd +sinx) (Y 
لاجم‎ lnx x-1, x0 


الحل 
)١‏ الوضع عدم تعيين من الشكل 6-6 . 
من الممكن أن تكتب النهاية على الصورة: 
lim n 2+3 -InJ/x«2)- 1 lim[In2x 3) - In(x + 2)]‏ 


X—0 A ا‎ 


La 
وأن:‎ « J2x43 2 (3x43)? (لاحظ أن:‎ 
1 
) In@x + 3)? = 2100:+3( 


2x43 ] . Ax 3 1 2 1‏ م 
—1n— = —1n2‏ =| ل lim‏ 3[- حا In———‏ |1111[ — = 
x42 2 x—ce £+ 2 1 2‏ مجم 2 


(الوضع الناتج عدم تعيين من الصورة —( لذا طبقنا قاعدة لوبيقال): 


؟) الوضع عدم تعيين من الصورة: )( oo x‏ 
نكتب النهاية على الشکل: 


x-l1 x-l-(x-4l) 
x-l (x-1)ُ 


X0 A ص‎ 1l زا سر‎ i X— 5 ۱ 
X x^ 


£oY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


| TP Ü ess "m jp. ee 
مقاما للمقام فانقلب الوضع إلى الحالة — وطبقنا عند ذلك قاعدة لوبيتال)‎ x (جعلنا‎ 
2 2x* . 4x 


= lim —————— = lim — = lim — -2 
X—90 (x - Dix- 1) x» xy? —] مجع‎ 2X 
(طبقنا لوبيتال مرتين)‎ 
AUNT 
و ی ی‎ ig ا بر لتق‎ 
x—Ü x—0Ü x—Ü tanx 
cotx 


١ 1 TN ; E 
COSY 
lim | + ۲ 3 1 
x—Ü sec? X l 


5)الوضع عدم تعيين من الشکل: o0‏ — صو 


ù 1 X . . x-lI-xlInx 
lim| — — = lim—————— 
tin( >] x1 (x—l)lnx 
Ü mdi a E E 
(و حدنا القامات فاصبح عدم التعيين من الشكل‎ 
I-ünx-l  , -Inx 


- ۱۱ — lim 
x1Inx (x — 1) اجر حه‎ Inx-r1- E 


l 
x^ 


CY Y)‏ صیغ عدم التغيين من الشکل ۰0۳ *1, "مه 

سنتعرف فيا يلي على أنواع جديدة من أوضاع عدم التعيين لم نصادفها من قبل» تواجهنا 

عندما نبحث عن نبايات بعض الدوال المعرفة» بالصورة: 
(Y y-fG08? , fQ)»0‏ 

وذلك عندما تكون oly‏ الدالتين؟ g,‏ عندما ٠× a‏ وفق أحد الأوضاع التالية: 
as 1 "es H x)= ۱‏ عدء e EAN‏ 
) 0 (د) ۶ lim g(x) 0 lim‏ (عدم تعیین من الشکل: ”0 ) 
limgQ) =0 , lim f) —oo (Y‏ (عدم التعيين على الصورة: "مه) 


قاعدة لوبيتال $oY‏ 


limgG) 7o , lim f) =1 ۳‏ (عدم التعيين على الشكل: G”‏ 
تعالج الحالات السابقة جميعهاء وفق المخطوات التالية: 
١)نأخذ‏ م1 الطرفين للمقدار: y - fE‏ « فنجد: 
In y = 2G)In(f G9)‏ 
۲)ننهی x‏ نحو القيمة ca‏ فنحصل على النهاية: 
ام توق JR quo: fei Keri‏ + 
۳)نضع النهاية على الصورة: 


In(limy) = lim 
Ysa ال‎ 


Inf (x) 
] 


)و 
(f‏ نطبق قاعدة لوبیتال مع التأکد من توافر شروطها. إن كانت النهاية موجودة وتساوي Kk‏ 


فإن: (النهاية موجودة) lim y =e"‏ ج cIn(limy) =k‏ أو: 
1خ A‏ 


X 


ادا كانت: مدع فإن: م = رصنا .اذا كانت: مد دع فإن: .limy-0‏ 
X—Ó‏ مج ال 


GS TELS 
أوجد النهايات التالية:‎ 
۱ 2 Ax 
lim x* (Y lim (sinx)??* (Y lima zi C 
CMM x0* Noms 5 


ال 
۱ سالة من الشکل : ۱۳ 


3x 
vali 2 í 
الطرفين فنجد:‎ in نضع: 2 +1]- «» ثم نأخذ‎ (I) 


In y = serf + 3 
X 


(ب) ننهى ج (x‏ فنجد: 


( oo x Û (الوضع من الشكل‎ In(limy) 23 lim T 
X—»00 وداج هر‎ X 


Ed: (c)‏ النهاية Ax, L JI‏ بالصورة: 


(Y 


tof 


تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


diet 
UM w 


In(limy) =3 lim —— 


XJ 


X0 
X 
2 
= 3 lim —: NE cU m 
Xx 1 x^ uiid 2 
ys 1 
OG النهاية مو جو ده وبالتال‎ (3) 
AX 
limy = ثم = | +۱ ]نا‎ 
y> اتج‎ X , 
veg sinx ۰ ۳ 1 
. y —(sinx) : نضع‎ (1) (Y 


نم تخل In‏ لطرفین» deam‏ على المساواة: 
In y —2sinxlIn(sinx)‏ 
(ب) ننهى *0ج + » فنجد: 


In(limy) = lim sinxlIn(sinx) 
xO" x0" 


(الوضع من الشكل 0x (=æ)‏ ) 
(ج) نكتب النهاية على الصورة: 


In(sinx) 


In(limy) = lim 


x—»0* x—0* 
sinx 


COSX 
= lim خلت‎ . —.. lim sinx =0 
x—0* — COSX x—Üü* 
sin X 
فاعدة لوبيتال)‎ Lib) 
lim (six) =1 وإدن:‎ lim y= e? —1 (د)‎ 
x—»0 )جر‎ 


=|= 


3 X= Û نضع:‎ )( 


قاعدة لوبيتال Sog‏ 


ثم نأخذ: «1 الطرفين» فنجد: 
تح = ده - رما (الوضع من الشكل (o‏ 
(ب) نأخذ النهاية عندما: — x‏ فنحصل على الصيغة: 
1 


iis lim کت لل‎ 
ro X20 X l 


(الوضع عدم تعيين من الش (s.‏ 
1 


lim x* =e? —1 اد“‎ 
ا‎ Q2 (c) 


, tanx-sinx 
lim——— — ——- (6 


x0 x-—sinx 


Ius Lan x (۷ 


A 7 ۱ 
و„‎ tan5x 


Hin Era 


f e‏ وچ 


In(sintnix)) (V 


(m0). lim - 
In(sinx) 


x—»0* 
lim(1 — x) tan (Y 
x—»]1 2 

lim(x"e *) , 7: <<) ۵ 

X—»o0 


ns . Q | 
lim x" sin^- , a20(WMV 
دن جك يق‎ X 


li iuo 


x—14 x—1 lnx 


XCOSX-—SInX (Y 


in | 
x—»() X 
. coshx-]1] 
im He Eg 


xU 1—cosx 


. Sec” x - 2tanx 
lim ——————— — (1 
*  ]-«cos4x 


T‏ رز 
X‏ 
€ . 
lim — (A‏ 
Y x?‏ 
JU‏ 
lim X (Vs‏ 
x—»‏ 
Cot- ——‏ 


lim(1—cosx)cotx (VY 
x —UÜ 


limsin ! xcotx (1 f 
x—»Ü0 


- s: ad 
lim xsin— (Y1 
۶ سس سس‎ X 


lim InxIn(x —1) ۸ 


x—»' 


و جين X—323‏ 


£01 تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


tim( a -zZ lim سس‎ - : — |Q 
zc cot. "OSA l| 21 -— x i | 
ب‎ COX COS ا‎ x—1| 2(1 x) 31 — x3) 
1 
lim x7 (YÉ lim x* (YY 
ين ييار‎ x—0* 
3 
lim x" (v lim x^4*lnx (Yo 
x0" x—0* 
5 » 1 8 cos = 
lim(l-- ۶ ( * (YA lim(1—x) 2 ۷ 
ی ()جد‎ 
FEA 
7x B I ۱ 
اهنا‎ tan | (Y: limax!-—-« (Y4 
x—»1 aJ x —»1 
tan x EM 
lim (i (TY lim (cot x) In x ۱ 
)جر‎ V -X x—>0* 
x^ sin— 5 
lim x= (T£ lim (cot x)?"  * (YY 
x—0 sinx x—0* 
[iu4y 89x one (Yo 


x—»oo xX + Sinx 


FS سابع‎ (ga) 


d lia I گا لاف‎ -Ji 
IMPROPER INTEGRALS 


Y)‏ , ۱۷) فترة التكامل محدودة 
نعلم أنه إذا كانت ۴ دالة متصلة على الفترة [طبة]» فإن: 
۱ قابلة للتكامل على الفترة المغلقة [a,b]‏ 
(Y‏ وإذا كانت c‏ نقطة تنتمي للمفتوحة (a,b)‏ فإن: 
CIV) foods | f f Godx4 | f Gods‏ 
لتساءل الآن عن الحالة الي يختل فيها شرط الاتصال على الفترة [a]‏ عند نقطة واحدة 
فقط ٠» ٤ (a,b)‏ ويكون عدم الاتصال عند c‏ من النمط الموضح في الشكل V‏ , ۱۷). 


y 
X | 5 
C 
lim f(x)2 lim f(x) =% 
X—c' XE 


lim f(x) = +o lim f(x) = (آو مه ( م‎ 
۶ 6 XC 


(أو بالعكس) 


Kv, ۱( شکل‎ 


۶ ۷ 


۸ ۵ $ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


نقول إن للدالة f‏ عند ikä c‏ عدم اتصال Ale Y‏ 
في هذه الحالةء نعرف الان التکاملین الجزئيين في الطرف الثاني من (۱ , «(VV‏ بالشکل: 


| coax = lim | f Godx 


[—c له‎ 7 
)۱۷ Y9 b 5 
f(x)dx-— lim | nax 
C Cf 


ج 


إذا كانت النهايتان السابقتان في Y)‏ , ۱۷) مو جودتين» عند ذلك نقبل التعريف أن المساواة في 
b |‏ 
OV, Y)‏ هي مساواة صحيحة ونقول إن التكامل: ca.‏ | هو تكامل متقارب وموجود (رغم 
وجود علة عدم الاتصال للداله f‏ عند (c‏ 


تعريف (۱ و ۱۷) 
إذا كانت الدالة f‏ متصلة على الفترة [a,b]‏ » باستثناء نقطة واحدة» تنتمی للفترة (طبة)» وإذا 
كان التکاملان ous LE‏ فق (V, Y)‏ موجودین. فبالتعریف: E‏ آن الساواة نی (۱ OV,‏ 


TE‏ واد: 


(v. Y) ] £G0dx- lim ] جهن‎ lim f? f )(4« 


ونقول عند ذلك» إن التكامل متقارب على الفترة [a,b]‏ . ]15 كانت إحدى النهايتين في 
(۳, ۱۷) غير مو جودة أو کلاهما غير gm ph‏ 2( فإننا نقول إن التكامل في CY V , Y)‏ تكامل متباعد. 


ونعنى بكلمة موجود أنه محدود وذو قيمة وحيدة. 


(AN, AD JL S 
: JA S 3I (Diverge) تباعد‎ sl(Converge) تقارب‎ wl 
2 
Í dx 
"i 
^ (x—D3 


سل 


لاحظ أن القدار : 


)ل غير متصل عند 1 = x‏ لانعدام مقامه. 
(x —1)?‏ 


الت‌کاملات المعتلة ۵ ۶ 


لااحظ انتهاء الدالة نحو اللانباية 00 عندما 1ج × ونحو سالب لانباية —oo‏ عندما 
1ج x‏ . فالتکامل معتل عند هذه النقطة. لنتساءل عن إمكانية وجود النهایتین: 
dx‏ 2 ۱ 1 


li dx -limz (x -D (A 


mf ۳ 
t اجب‎ 0 (x —]»? t —1 


| أ(0-1)- -D‏ ]ا 


۳ | 
تلا اقا مت ات کے ln‏ 


1 1 (Y 
[O4 * T y هه‎ r—41* 2 


f 


Ls 


= -lim| Q- D! -« -D° |= ` 


tcl 
إذن: النهايتان موجودتان والتكامل يساوي مجموع النهايتين السابقتين» إذن:‎ 
dx 3 3 


J0 [^w eru 


والتكامل متقارب نحو القيمة 0. من الممكن أن تكون علة التكامل وموضع نقطة عدم 
الاتصال عند أحد طرفي فترة التكامل والمثال التالي يوضح ذلك. 


ال (V, YE‏ 
اختبر فيا إذا كان التكامل التالى متقاربا أو متباعدا. 


|g x1nxax 


ا لحل 
لاحظ أن الدالة: f axl‏ هى غر متصلة وغير معرفة عند 0-* وأن: 
مع = lim n(x)‏ . فالتکاما معتا , عند هذه النقطة ويكت عل الشكا : 
did pex.‏ ۵ و بت ۳ لشكل 
Í xin xdx = lim | xInxdx‏ 
7d‏ 8 
t—0‏ 
| 
2 2 | 
XM Lx 1‏ | 
ود سس (ano0 dx) -— e -Í‏ | 


I 


5 تطسقات * حسات التفاضل والتكامل 


2 
l | 
(dv-—dxeInx-v LIE xdx — du (وضعنا:‎ 
X 


l 


adL‏ القدار السایق عندما *0<-۸ نجد: 
2 هم 
سبو lim tL EL. m‏ جامد م ادن[ 
4 ۳ 4 4 "1—0 | 


1 
«jm ELS ی‎ see 
20t > 24 2 ,0* — 2t 4 

یا oim‏ يكب اسع متقار ب) 

ya ue 440 4 4 


(طبقنا قاعدة لوبيتال» وعدم التعيين هو من الشكل م( 

من الممكن أن تتعدد نقاط عدم الاتصال لدالة التكامل على فترة التكامل [a,b]‏ سنعالح 
بشكل عام هذا الأمر من خلال تجزئة فترة التكامل بحيث تحوي كل فترة جزئية على نقطة عدم 
اتصال وحيدة» ثم نختبر بعد ذلك تقارب التكامل على كل فترة جزئية وبشكل مستقل عن الأخرى. 
المثال التالي يوضح ذلك. 
Y) Js‏ ,۱۷) 

| dx 5 , | 

اختير تقارب أو تباعد ا لتكامل de‏ سر و أ 
d£‏ 
من الملاحظ أن مجال دالة التکامل» هو: )0,1( وأن طرفي هذه الفترة نقطتي عدم اتصال هذه الدالة. 


1 1 ظ 
لاحظ آن.: im — oo‏ أ ===- lim‏ 
x— «Xl 3 2" 0t x x(.— x)‏ 


لنجزئ فترة التکامل إلى تكاملين بالنقطة: << مثلاء فنجد: 


f ] dx =f i ax +f l dx | 
0 [xü—x) ^9 Jxü—3 "z4x(-x) 
- lim [2 


ax 15m fj ax 
———— + li | سح‎ 
زاجم‎ ٠ al-X) r 2x1—3) 


التكاملات العتله £131 


, 1 
سس تیه ی ]| مسبت یه ۲ 
1-77 ول و لته Selca‏ عم 


S Cul: 


إذن:  (2x-D)*c‏ مزو دم + — 


1 | 
lim f دنه‎ 7 lim sin !(2x —1) 


)جم Jx- x)‏ ! و 
lim sin"! (2r—1) - sin"! gl-‏ - ات ! limsin‏ - تكب | lim‏ 
L den‏ ایب t—1 1 [a-w‏ 

فالتكامل متقارب ويساوي: م = 2+ 2 - dx‏ ۰ 


= lim his 0-sin r- |] ES 
p ای‎ 2 


8 


ی 


Y)‏ , ۱۷) فترة التکامل غير محدودة 
لتكن f‏ دالة متصلة وغم سالبة (0< £09(« غلل الفترة اللانهائية (2,0] وتحقق الشرط: 


. lim f(x) =0 
] جل‎ 


لنبحث عن مساحة المنطقة © الواقعة تحت المنحنى y = f(x)‏ وفوق المحور x‏ والمحصورة 
بين المستقيمين: )= × و ۵ = × حيث: 2 t>‏ نجد: 
S = ] f (ax‏ 
إذا انتهت المساحة S‏ نحو قيمة محدودة ووحيدة عندما © ج ]. فبالتعريف نقول عن هذه القیمة 
انا تمثل مساحة المنطقفة اللانبائية الواقعة فوق الحور × وتحت المنحني: (10 = y‏ والمحدودة 


عند طرفها الایسر بالمستقيم x 2a‏ (شكل Y)‏ , ۰))۱۷ وتعطی هذه المساحة بالصيغة: 
Sie 5 f GOdx‏ 


نقدم في يلي تعريفا يعمم هذا الفهوم. 


تعریف Y)‏ و ۱۷) 
A‏ اذا کانت ] دالة متصلة على الفترة اللاغهائية (0,۰0] فان: 


۳۱ ۷ £) [foo — lim ۶) 


(Y‏ اذا کانت ۴ دالة متصلة على الفترة اللانهائية [70,0) فان: 
[AN 8) fGOdx- lim TGOds‏ 
بعس کل من التکاملین الاح بالتکامل الل العلة ای ق وف اعد حدي 
التکامل غير محدود. نقول إن التکامل في )£ , ۱۷) متقارب |ذا كانت النهاية في الجانب الأيمن 
موجودة والا فنقول al‏ متباعد وبالثل في (0 (V,‏ 
تعریف (WV, Y)‏ 
إذا كانت الدالة f‏ متصلة على ie pat) R‏ الأعداد الحقيقية)» فان: 


f GOdx - f COdx f COdx 


حيث 2 أي عدد حقيقى. 
نقول إن التكامل في الجانب الأيسر من المساواة السابقة متقارب. إذا كان كل من التكاملين 


في الجانب الأيمن من نفس الساواة متقاربا وموجوداء أما إذا كان أحد التكاملين متباعدا أو كلاهما 
فنقول إنه تكامل متباعد. 
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مشال (V E)‏ 
اختر تقارب أو تباعد التكاملات التالية: 
fo InxdxY IE Ma (۱‏ 


امحل 


oo نج‎ eA () E oc. J+ 
|. Pies [75 e Pldx- f. e ldx (۱ 


1 f- edat] E e "dx 


ü 
— lime 
! I تچ‎ 


! 
— lime" ۴ 
f —> رس‎ 


Ü 


= lim (1—&') + lim(-e' +1( 21-122 
شب ج]‎ [— 


.2 فالتكامل متقارب نحو العدد‎ 
f Inxdx— f jInxdx-- f Inxdx (Y 
(X —00 (التكامل معتل عند: 0= ×وعند‎ 


. 1 5 d 
— lim | In xd x + lim | In xdx 
psg "میم‎ 1 


[Inxdx — xInx ] xdx— xinx—x-c : حط أن‎ 
X 


TURN e «x-2ucdx- du (وضعنا:‎ 
X 


I 


= limt(Int —1) -12 مه‎ 
1 [—*o00 


فالتكامل الثاني متباعد. إذن التكامل: 1n xax‏ | تكامل متباعد. 


f, Inxdx= lim(xIn x — x) 
«1 ] —»00 


££ تطبيقات * حساب التفاضل والتكامل 


بين فيم إذا كانت المعتلة التالية متقاربة أو متباعدة» أوجد قيمة التكامل في حالة تقاريها. 


| 2o [Za 
jx 0 يد‎ 
۱ dx [=r 
0 (x — 1) 0 xP 
| نك‎ BET 
p xX 0 ب‎ 
ax م‎ dx 
| "o P aU 
کپ‎ — t. | 58 
79 t Ax مم 9س‎ 1 + x* 
۳ dx (1۲ j, sinxdx ۱ 
0 xInx 0 
a>) | 2 (1 ٤ Ex EAT 
a xlnx 0 xln* x 
T lo diens تن‎ dx 
| COt xcd x (11 | (3o 
Jo 2 xin^x 
ao =] on 
| uis Z dx (YA | e "dx (NN 
0 ][+ “ير‎ Ü 
| za (Y 5 | ی‎ Es (* ۵ 
0 14x 2 (x^-p* 
—— — (7) 
ET -5x4 
الإجابات‎ 
؟)متباعد‎ 261 
متباعد إذا كان ۶<1 4)متباعد‎ ep > 1 إذا كان‎ - — 


;U‏ 7 )متباعد 


۱۷ 
70 
۱متاعد‎ 
1 | 
سب‎ 
7 
1 
— CX 
TOÀ 
Liis 
2 
i bsi 
3 4 


١‏ متاعد 


التكاملات المعتلة $10 


۸( اذا كان 1<م ومتباعد إذا کان 1 > P‏ 


] تحت‎ 
E i 


J5 
)تاع‎ 
)متباعد‎ ١ ٤ 
)متباعد‎ ٣ 

2 
f (YA 
8 


Am (Y^ 
343 


(شمن y)‏ سر 


ilindi‏ كي حساب التكامل باستخدام 
الإحداتبات dahu gll‏ والقطببة 


THE APPLICATIONS OF INTEGRAL BY USING 
THE PARAMETRIC AND POLAR COORDINATES 


(۱۸,۱) الساحات 
The Areas‏ 


(i‏ حساب المساحات باستخدام الإحداثيات الوسيطية 


مثال )3 (AA,‏ 
احسب مساحة المنطقة التى تحد 


الدائرة: و ع x^ 4 y^‏ 


ال 


ü 


(أربعة أمثال مساحة ربع الدائرة) 


y —acost فنجد:‎ «¢ x = a لنضع : ال‎ 


(التمثيل الوسيطي للدائرة) شکل OA, D‏ 


£N 


£1A‏ تطبیقات ق حساب التفاضل والتکامل 


Ac 
2 

S -4[a cost (a costdt ) = 4a^ | cos” tdt. اذن:‎ 
0 


| داس 5 


۸ - 0 أو‎ =0 = × =0 :ol lY) 


JL 3 PER 
(t= = esin =le ×= ¿û وال:‎ 
3 


2 E". 
ت‎ fa + cos2t)dt = 2a? + a| a” 2a? (2) - رم‎ 
0 2 jo 2 
: بت( حساب المساحات باستخدام الإحداثيات القطبية‎ 
y 
B-A,(r,. p / 
0 [ 


(1)0 > ۲ , 27 > ۵ > ن > ) 


(A, Y) شکل‎ 


لتكن f‏ دالة متصلة على الفترة la, p]‏ و تحقق الشرط: f(8)20‏ على هذه الفترة. وليكن C‏ 
منحنيا قطبيا معرفا بالمعادلة: (6)/ r=‏ . لنفرض أن BC, B) « Aola)‏ نقطتين من هذا المنحني 
حيث: +2 > 6 >/0>0. لإيجاد مساحة المنطقة © المحصورة بين قوس المنحنى AB‏ ونصفی 
الستقیمن: ۰/0۸ [OB‏ والوضحة في الشکل (VA, Y)‏ نقسم المنطقة © إلى « قطاع منحني وذلك 
بتجزثة القوس AB‏ بالنقاط: ,رك ,... ,بك ,4-1 ,۸۵۰۰۰ A= ۸, Ap‏ إلى n‏ قوس ثم وصل النقطة 0 
هذه النقاط.من اللاحظ أن الزوایا التی تحدد هذه النقاط هی على الترتیب: 
B‏ 2 ,6 ,... .© .6 ,ع - ,01540 مساحة القطاع النحني المظلل في الشكل OA, Y)‏ وليكن AS;‏ 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية £14 


والذی زاويته المركزية تساوي: A0;-0;—0;,‏ محصورة بين القيمتين: «mU AG‏ 
nU 060‏ حيث f(u;)‏ هي القيمة الصغرى للدالة ؛ على الفترة 19,61 و fo)‏ هي 
القيمة العظمى غذه الدالة على نفس الفترة (لاحظ أن مساحة أي قطاع دائري طول نصف قطر 
دائرته يساوي a‏ وزاويته المركزية تساوي w‏ تعطى بالصيغة: atv‏ ) . إذن: 

(f (۳ A6, < AS, > — (0) 0 


بملاحظة أن مساحة المنطقة © تساوي: olies a‏ 


270 756 es > Loo aa 


i-] 


وعندما: 0ج max AG‏ فان مجموع ma‏ في الجانب الأيمن من المتباينة السابقة 
ومجموع ریمان الأدنى في الجانب الأيسر ينتهي نحو نفس النهاية والتي تساوي: 


CA, Y) JUS 
أوجد المساحة المحصورة بين الدائرتين:‎ 
(IA, V) r -—2sinÓ و‎ ۲ 26۵ 


ال 
لنبحث عن العادلتین الدیکارتیتین للمنحنیی السابقین» فتجد بضصرب d)‏ کل من العادلتین 
YA, ۱(‏ بالمتغير r‏ 
(x-D? + y? 21e x? + y? 22x e ۶ = 2rcos0 (1)‏ 
(لاحظ آن: r-0‏ نقطة من blä‏ النحني: ۲200۵0 توافق 8-2 ). 
(ب) y* 2 2y exr* «-2rsinO‏ + تبرج 1= x* (y -D*‏ 
(لاحظ أن 0 ikä‏ من نقاط المنحني: ۲-2500 توافق 8-0( 
نحصل على نقطة التقاطع الأخرى للدائرتين خلاف نقطة الأصلء من المعادلة: 


d = "2 حم‎ tan = —] «— 2 050 = —2s1nÓ 


£V‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


لاحظ أن الدائرتين متماثلتان بالنسبة لمنصف الربع الثاني. 


A تعن‎ 


إذفاالساعة الحصورة بینه| تساوی: 


E 


ج) حساب المساحة بين منحنيين قطبيين 
ليكن:  )0( ۰۲ = f(0)‏ = م منحنيين قطبيين يخضعان لنفس الشروط التي ذكرت ب الفقرة (ب). 
إذا كان: g(0)‏ < (6)/ فان المساحة المظللة بين المنحنيين» شكل )£ (VA,‏ تعطى بالصيغة: 


" rco»? - (g(0)? Ho 


شكل )£ ,۱۸). 


مشال (YA, Y)‏ 
آوجد الساحة الحصورة بين النحنین: 

۲ 2 3 إذا کان:‎ < 39600 :r=6 
ال‎ 
العادلة: ۰-6 تمثل دائرة طول نصف قطرها 6 ومر كزها نقطة الأصل.‎ 
والعادلة: 3۵۵6۵ أو 3— ۲60۵0 » تمثل مستقی| معادلة الدیکارتية:‎ 


| 9ج 
نحصل على نقاط التقاطع بين المنحنيين» من العادلة: 
6 - 39000 — - 90وه © 2+ - 0 
المساحة تساوى: 
S ec [3 (36—9sec^ 0‏ 
ع(8 sec”‏ 2 7245 
l m‏ 
AX 3‏ 
(36—9sec? 0(6 —360 —OtanO| —12z —943‏ 2.—(3- 


1 
0 ا 


¿VY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(3A, 0) شكل‎ 


.X—acos f, y=bsin t مساحة المنطقة التى محدها المنحنى:‎ dyl (۱ 


(Y‏ آوجد مساحة الشکل الحدود بالحور × وقوس السیکلوئید العرف بالعادلتین: 
x = a(t —sinr)‏ 
a(l- cost)‏ = ۱ 
(Y‏ أوجد مساحة النطقة المحصورة بقوس المنحنى: 
xX = 71-7۶‏ 
tion‏ 


والقطعة المستقيمة المارة بالنقطتين الموافقتين: 0 cte‏ 27 = ). 
(f‏ أوجد مساحة الشكل المحدود بالنحنی: 


x—a(2cost —cos2t) 


(a > b € a)) 


y —-a(2sint —sin2t) 
آوجد مساحة الجزء المغلق من المنحنى:‎ ٥ 


: 
31 0 Jat 


J :‏ ب X-—‏ 
+۱ + +[ 
1( أو جد المساحة الت la‏ منحنی القلب: a(1 cos)‏ < ۳ . 


.r - 40526 أوجد مساحة إحدى وريقات الشكل العرف بالعادلة:‎ — (V 
. r^ - 4751540 أوجد مساحة الشكل المحدود بالمنحنى:‎ (A 
. r - 651030 أوجد مساحة الشكل المحدود بالمنحنى:‎ (4 
.r 22-6080 آوجد مساحة الشكل المحدود بالمنحنى:‎ 6۰ 
ونصفي المستقيمين:‎ c r= asec? $ أوجد مساحة الشکل الحدود بالقطع الکافی:‎ ۱ 
8-5 ط و9‎ 
2 4ر‎ 
.(e«1) r2 — —— : آوجد مساحة القطم الناقص‎ ۲ 
wen r | + ecos 2 n: il أو‎ ) 
والمحدود بالمنحني:‎ r=  :ةرئادلا أوجد مساحة الشكل الواقع خارج‎ ۳ 
. r - 0 
(استخدم المعادلة القطبية).‎ c x y ux y أوجد مساحة الشكل المحدود بالمنحني:‎ )٤ 
الإجابات‎ 
2ج )جر‎ --2ab) (Y Zma (Y 2 zab (3 
ES eni (3 3 42 (o Gra” ($ 
2 2 
4 
2 ۱ ۱ 
0-22 8 


EAT‏ تكد هه (Qf‏ 2 سيو 


Y)‏ )طول فوس 
Arc Length‏ 


C‏ طول قوس منحن معرف بمعادلتيه الوسيطيتين 
ليكن © منحنيا مستويا معرفا وسيطيا بالمعادلتين: 
S D)‏ 1ع Ka‏ )ع - y‏ و =p¢)‏ ۲ 
لنفرض أن ۰00 g'‏ دالتان متصلتان على هذه الفترة ولا تنعدمان معا (رب| تساويان الصفر 

معا عند أحد طرفي الفترة أو عند الطرفين معا)؛ مثل هذا المنحني يسمى بالمنحني الأملس. لنفرض 
أن المنحني © لا يقطع نفسه وهذا يعني أن أية قيمتين ختلفتین للوسيط t‏ بين a, p‏ تحددان نقطتين 
ختلفتين على المنحني © (رب| تنطبق نقطة البداية للمنحني على نقطة النهاية). نجزئ القوس MA‏ 
شكل (1 A,‏ بالنقاط المتتابعة: 

A- Aq. Ap, ...وا‎ Aj p Apos بر‎ B 
الوافقة وعلى الترتيب للقيم المتزايدة:‎ 

pu hire ty m DB‏ وه مدومن هو 
إلى قوس جزئي» حيث 1-:1- At; =t;‏ 
النقطة: ((:8)4 Cf).‏ - بك على © توافق القيمة tj‏ للوسيط . 


شکل 53 . 


تطبيقات فى حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية syo‏ 


من الملاحظ أن طول القطعة [ [Aj 1, A;‏ یساوی: 


(YA, Y) AA; EN GG 7 FL a (G7 804» 


لكن: 
(f, ^t; g'Qv;)‏ = )64( - ( )ع fti) - fa; 43) Gi - ti fF (A),‏ 
(حسب نظرية القيمة aill‏ سطة» حت :۷۷و A:‏ حصورتان بان (toti‏ 


- AGO Qv). Ar; فان:‎ «duo 
فان نباية:‎ «max At; عندما ينتهى تنظیم التجزئة نحو الصفر 0ج‎ 
(مجموع أطوال أضلاع المضلع الرسوم على النحني)؛ تسمى بالتعريف طول‎ » | AL 4A; | 
=] 
ويساوي:‎ » AB قوس المنحني ) الواصل بين النقطتين‎ 


| ۱ ار‎ Fa 
! cy at dt 


(رمزنا لطول القوس بالرمز (L‏ 


ملحوظة (۱ (YA,‏ 
نعلم أن طول القوس الواصل بين النقطتين 
Al ols gU). B (E). gE)‏ 
حیث t‏ قيمة للوسیط ویوافقها نقطة على النحني (C‏ یعطی بالصیغه: 


)۱۸, £) 


بالاستفادة من النظرية الااساسية في التکامل» نجد: 


3 p 
| dt 
تصبح الصيغة (۱۸,۳) عل الشكل:‎ 
)۱۸ , ۵( L= p ds - [No 4 (y )* dt 
يكن قوس المنحني أملسا بل اتحادا لعدة أقواس متتابعة كل منها آملس بنفسه. فبالتعريف.‎ 115] 
طول هذا القوس يساوي مجموع أطوال هذه الأقواس.‎ 


| 2 
اب‎ s 1 dt => ds = 
iT 


تقال )£ XA,‏ ( 
أوجد طول حيط الدائرة: 


(YA, 0) Piper 


jae 
—> i E 
(YA 1) y = a sint: x = a cost 
te [0, 2 7 [ 


شكل (۱۸,۷). 


نسمي المعادلتين (CV A , U‏ بالمعادلتين الوسيطيتين للدائرة . 
2m‏ 

7 ا ل اظ sin^tdt—a [«- 27 ah.‏ 
0 


2 2 


2 
c cos tta 


مثال (8.6م١)‏ 
أوجد طول قوس السيكلوئيد: x-2(r-sint) , y-2(-cosr)‏ 
الموضح في الشكل (A, A)‏ 


mr 

من الواضح أن: 

à; ey. odii‏ 0 سه 
dit dt‏ 


وأن نقطتي تقاطع النحني مع الحور ۶ یوافقه| 27 < ] ,0 «t2‏ إذن: 


2T 2m 2m 
a | y x + y? dt — 2 )1- “رومع‎ + 519 t dt=2 | V1- 2cost + cos? +ع‎ sin? t dt 
0 


Ü Ü 
27 227 ع‎ cosk] 
=2 [42 —2cost dr—4 |sinzdtc—4— 7-4 — ——8(-1—1) 6 
0 0 2 0 


REA SE 
(1—cost = 2sin? 5 لا حظ آن:‎ ( 


شکل (۱۸,۸). 


ب) طول قوس منحن معرف بمعادلته القطبية 

ليك تا تیا مستويا (أملسا لا يقطع نفسه) معرفا بمعادلته القطبيية: c r= fO)‏ حیث f‏ 
دالة متصبلة على الفترة ic]‏ متش ها سيل ة عل ده الفترة. 

ليكن AB‏ قوسا من هذا المنحني نقطة بدايته A‏ حددة بالزوج المرتب ( 0 e(a,‏ ونقطة B anly‏ محددة 
بالزوج المرتب (/,0). 

نعلم أن © يقبل ال: 7 | الوسيطي: 791026 = x= GNE , y‏ 


B(b.p) 


"A A(a,0t) 


شكل (۱۸,۹) . 


ونعلم آن L‏ طول قوس المنحني» يعطى بالصيغة: 


)۱۸ V) 


۱ dx | 
— = y'= r'sinĝð +rcosð +; — = x' = ۳۵090-۳5100 : <x 
y 
d0 


d0 
ax ) + XE | رپ مرت‎ o: 
dO ار‎ dO d 


بالتالي» Op‏ طول القوس يعطى بالصيغة: 


مال( ,۸ ) 


r= /)8( - ])ن‎ +cosO) , a>0 
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jd 
. FOO) = f (0) لاحظ آن:‎ ex من الملاحظ أن المنحني متماثل بالنسبة للمحور‎ 


شکل (۱۸,۱۰) . 


يكفي أن نحسب نصف طول قوس النحنی على الفترة [۰]0,17 ثم نضاعف 
قيمة الناتج. إذن: 


(1 +cos@)* + sin? 0 ۵ 


m T 
2-2] 2ر + 2ر‎ 46 = 2a| 
0 


B4 
1+ 2 6ومی‎ + cos^ 0 + sin? 0 70 = 20] 201+ cosQ) dO 
0 


m 
0 


) 1+ cosQ = 2cos? 4 1+ 60920 = 2cos? 0 (لاحظ آن:‎ 


JU 


... © 
-2a| |4cos? a8 = ]مه‎ con S didi oda 2| -8a 
0 P 0 2 


1 
2 0 


EA‏ تطسقات E‏ حسات التفاضل والتكامل 


آوجد طول قوس كل من المنحنيات المعرفة فيا يلٍ» والمحصور بين النقطتين الموافقتين 


للقيمتين المرفقتين: 

(0-3z , 8-0) r-sim (| 

(í22z , ,20( ۷ 250 6102 209-602 (Y 

۱ | L us 
0-2 ,0-2 )2م‎ 

( ; ) 8 0 

(FEN rD 0) 1+م‎ 

p F 

أوجد أطوال آقواس كل من المنحنيات التالية ضمن الشر وط الرافقة: 
)قوس القطع المكافوع: £ rose‏ المحدود بالمستقيم العمودي على المحور القطبي والمار 
ااب 

1 La EB T " 

5)قوس الحلزون اللوغاريتمي: ¢ - 1 والواقع داخل الدائرة 1 < 1. 


الإجابات 
372 
——t‏ 
( 3 
16CY‏ 
age (Y‏ ۹ 


5 )4+103( (£ 
212 +In 2 4-0] Co 
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تطبیقات t‏ حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية £A‏ 


Y)‏ ,۱۸) الحجوم الدورانية 


The Volumes of Revolution 


C‏ الحجم باستخدام الإحداثيات الوسيطية 


(3A, V) JL 
x? +y? za? آوجد الحجم المتولد من دوران الدائرة:‎ 
OY عند دوارنها حول المحور‎ 


الحل 

تقبل الدائرة التمثيل الوسيطي: x —acost,y —asint‏ 

(راجع الثالین: (۱ OA,‏ و (Y^,‏ 

من دوران ربع القرص الدائري الواقع في الربع الأول من الستوي حول الحور Y‏ نحصل على 
نصف حجم الكرة. بالتالي» فان حجم الکرة يساوي : 


T, 2 
V = 2z | x ^dy -2z |a? cos” f -a costdt 
0 8 


du = 05101 ,cos t 21—sin t 21—u^ نجد:‎ » sint =u : nagl اء‎ 


| 3 | 
y = 2ra? | (1 —u^Xlu = 2za' (u E = > za إذن:‎ 
0 v" de F&F 


—( الحجم المتولد من دوران قطاع منحنی محدود بمنحن قطبي 
ليكن 0 قطاعا منحنيا حدودا بالمنحنى Ciro f(8)‏ والمستقيمين: 0-a‏ و <۰9شکل 
C VAS VN)‏ نگ l‏ 
7 > 6 > > ۲۰0 دالة متصلة على الفترة ]8 0[ وغير سالبة والمنحني C‏ لا يقطع نفسه 
(ربا تنطبق نقطة بدايته على نہایته). 
الحجم الناتج من دوران © حول المحور القطبی» يعطى بالصيغة: 


£AY‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


7 > / > ين > () 


شکل (۱۸,۱۱). 


(YA, A) JI 
عند دورانه حول المحور القطبي.‎ ۰ = all + (56مع‎ P أوجد الحجم الناتح من دورات‎ 

ا لحل 

نحصل على الحجم المطلوب من دوران 

نصف الکاردونید العلوي حول الحور 

القطبي. بالتالي» فان الحجم يساوي: 


E‏ را 


4 cos)? (sind ð) 


= 11646 1؟ Ein (1+ cos)?‏ ت 


JU 
— 27a? )1 + cos9)* 
3 4 


ne - 
3 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية £AY‏ 
تفال (X, A9‏ 


A. 33 


(A, M) شكل‎ 


z z 
V درگ‎ 511۱0۷ 6 = 7 | 7 since 
"^ 0 ^" D 


( ۷ حظ أن: وی 511۳0 2 = sin20‏ ) 


rw 


۲۷ == | sin*8cos? O(cosedO)  :نذإ‎ 


0 


NE 
5 Bd | من‎ Gud gn e coseéie 
Q0 
| l6z چ‎ sinl 3 


^ d6z(1 1) 32x 
3 5 7 


IR. FF 


( du = cosl < sin@ =u (وضعنا:‎ 


(لاحظ أن نقطة بداية القوس يوافقها: 0 = 0 ونقطة النهاية يوافقها << 0) 


(YA, ۱۰( Js 


أوجد الحجم الناتج عن دوران المنحني: 58 2 r=‏ » عند دورانه حول الحور ۷. 


شکل (۱ ,۱۸). 


ال 
النقطة PCr, O)‏ المنسوبة إلى المحور القطبي ۰0۸ تصبح إذا نسبت إلى الحور القطبي OB‏ العمودي 
عل «OA‏ بالصورة: P(r.Q)‏ حیث: ۰-20 شکل )1,39( بالتالی فان العادلة القطبية 
للمنحنی تتحول ال الشکل: 

Jacos(p - 7.) — 2asing‏ - 7 وهي Sl» Jes‏ ة. 


) cos(p — A E cosQcos^ T sinpsin7. : ol l-N) 


ادن: اخجم ala)‏ من دوران الدائرة حول «OB‏ يساوى: 


7 m m"— ie 
afr singip - 2 -8a | وھ “من‎ - 1E تيم‎ |) 2 ) do 
3 3 3 2 

0 0 0 

4r )د‎ | + 40 43 ( 3 sin4o 7 
-Zef (1-2eosp+ 1242 Ji. سم‎ * [3e-25ing + عل‎ | -Ig a’ 


0 | | 0 


تطبیقات فی حساب التکامل باستخدام الا حدائیات الوسيطية والقطبية AÒ‏ ۶ 


 روحلاو‎ c آوجد الحجم الناتح من دوران المنطقة المحدودة بالسكلوئيد: سو عد‎ CY 
| عند دورانها حول:‎ 
حور التاثل لهذا المنحني‎ (c) المحو رلا‎ (2). x j (i) 
أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمنحني:‎ (Y 
y حول المحور‎ Lelga عند‎ y = bsin?t « xX-acos't 
عند دورانه حول المحور‎ c r < ۸01+ cos) أوجد الحجم الناتح من دوران منحني القلب:‎ (Y 
عند دورانه حول الحور‎ cr 2 acos* 8 آوجد الحجم الناتج من دوران النحنی:‎ (£ 
seil 


الإجابات 


| 3 
)حول 5787436 حول ۷: OF a‏ »حول ور القاثا : 2927-19 


(VA, £)‏ السطوح الدورانية 


The Surfaces of Revolution 
مساحة السطح الدوراني باستخدام الإحداثيات الوسيطية‎ (i 
هذه الحالة» بمعادلتيه الوسيطيتين وبنفس الشروط التي ذكرناها على‎ (3C لو أعطي المنحني‎ 
المنحني في البند (۱۸,۲) (المنحني أملس ولا يقطع نفسه) وفضلا على ذلكء إذا كان 0 <()ع = ر‎ 
تعطى بالصيغة:‎ x حول المحور‎ AB فان مساحة السطح الدوراني الناتح عن دوران القوس‎ 


$A1‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


(YA, YO JL 
أوجد مساحة الكرة الناتجة عن دوران نصف الدائرة:‎ 
سول ار‎ uda ea 
mms 
تقبل نصف الدائرة التمثيل الوسیطی:‎ 
(t [جر,0]ح‎ ( y = asint « x = acost 


فمساحة الکرة تساوي: 


5 = |2zusint پم‎ sin? 2 


0 


f + و‎ cos? [dt 


JU 
— 27^ [sint dt = 27a" [-cost]ő = 4ra? 
Ü 
CA; ۱ ۲( dS 
أوجد مساحة السطح الناتج من دوران قوس السیکلوئید:‎ 
عند دورانه حول حول غائله.‎ » y 2 1—cost « X ع‎ - 7 


ال 
معادلة حور تماثل الشکل: ۲-7 

التوسط الحسابي لنصفي قطري جذع الخروط يساوي: *«-# (بعد P‏ عن حور 
الدوران). (انظر الشکل (۱۵ (A,‏ 


شکل )10 ,۱۸). 


تطبيقات في حساب التكامل باستخدام الا حداتیات الوسيطية والقطبية ۷ $ 


بملاحظة آن السطح یتولد من دوران القوس o OA‏ حور «alU‏ فان: 


S - 27| )-«( | اس‎ mb dt = 27 | -ج)‎ sin 2 مذ‎ 
| dt dt 2 
) ) 


|(1— cost y + sin^ tdt = 42(1— cost )dt = 2 [2sin: 37 = 2sin - di ol لاحظ‎ 


: ادن‎ 
15 AN 13 
guide 2 | sin dt - 2 | rsinz ar 2| sinr nnt 
| 2 2 2 
T ۱ 
T t T" (t 39 
IL sin—dt k) [sint - -2co5- -2 (|) 
0 2 2 2 0 
1 () 


* f 0 
: ادن‎ v= برع ع حت إل‎ «iu = —2cos— ے‎ du ع‎ sin— dt E ck 
è | 2 2 ۱ 4 


t . d 
= —tcos— + dsin— +e 
2 2 


. و ميك‎ 
T [ yr 3 |" 
[rsinzar- 2 كُومه‎ + 4sin—| - 4 
2 وا وا‎ 
0 
م‎ t. 1f Í 3t 0: 1. Q” 
[sinrsinz ar- > | GOÓ—-—008—— gqro|sut---—-sb- (c) 
2 A 2 2 2 3 2 هار‎ 
0 0 ١ 
ده‎ 
2 
(sinxsin y > (costs — y) - cos{x + y) £^ lY) 
ادن:‎ 


3 
م تج | +ه- ره مه - ۶ 


ب) مساحة سطح دوراني باستخدام الإحداثيات القطبية 
مشال (۱۳ (XA,‏ 

أوجد مساحة السطح الناتج من دوران نصف الداثرة الوضحة في الشکل 
»)١815(‏ عند دورانها حول الحور X‏ 


EAA‏ تطبیقات في حساب التفاضل والتكامل 


J+ 
من الواضح أن المعادلة القطبية لنصف الدائرة في‎ 
Fae) ۰ هی:‎ OA, VO الشكل‎ 
| 2 <0<0( r = 2d 0 


نعلم أن مساحة السطح ^" 
الدوراني تعطى با لصبغة: 
b‏ 


.)۱۸ , Y شكل‎ (x (دوران حول الحور‎ 5 = 22 | yas 
بقيمتها بدلالة‎ y بالتعويض عن‎ 

(۲,0) وكذلك عن cds‏ نجد: 

j | 


5- 27 | rine y r + (ry? d 


ce 


A(d.0) 


0 /1 < 9 < 0 


شکل (۱۸,۱۷). 


حیث 0 قیمة 9 الوافقفء للنقطء A‏ (نقطة البداية للقوس) xus D‏ 0 الوافقة 
للنقطة B‏ (نقطة النهاية للقوس) شکل (۱۷ , (YA‏ . بالتای فان S‏ في مثالنا تعطی بالصيغة: 


Era 


Sz 27 | 20 cosósino Ad ^ cos? + Ad? sin? 0 


0 
ES 25 | 4a? sinQ(costGd0O) = 87d? ] singtcosat0) 
0 0 
a 
— 8d > am O| -—Azzul^ 
2 0 


( du = ۰0560 < u = 51۳0 (وضعنا:‎ 


تطبيقات فى حساب التكامل باستخدام الإحداثيات الوسيطية والقطبية AA‏ $ 


احظ أن * 427 تفل مساحة الكرة الناقية من دوران نصف الداثرة حول الحور X‏ 


x-—a(t—sinf) , y-—aí(l-—cost) 
عند دورانه حول:‎ 


X (ب)المحورر (ج)الماس للمنحني الموازي للمحور‎ x oO 


(Y‏ أوجد مسا سه السطح النانج من دورات المنحني: 
x = a(Zcost —cos2t)‏ 
y-a(2sint —sin2f)‏ 
عند دورانه حول المحور X‏ 


dais ása (Y‏ السطح الناتح عن دوران المنحني: ووه LO‏ عند دورانه حول المحور 
القطبي. 

Sel ass jasal ($‏ السطح go JI‏ من دوران المنحني: (©22)1+058 r=‏ عند دورانه حول 
المحور القطبي. 


الإجابات 
ا )خو ل ر fiu"‏ 

حول ر: lór^a^‏ 

حول المماس ma?‏ — 

Beh o d 


222 (2 — 2) (Y 
LS uu S (0 
5 


ey) 


نماذج Al 4 Ls‏ 
النمودج الأول 
اختبار ov‏ 


الجزء الاول: ضع رمز الاجابة الصحيحة في الربع القابل للسوال 
١)مجموعة‏ حل التباينة 10 < |« - 2| هی: 
C2) IRC) ]12,8( Ó)‏ (12,6]ن[8ه,مم) )3( ]8-,-[ 


٣‏ )النهارة 1 8 lim‏ تساوی: 


8 (x? +1 


۱/2 (3) صفر‎ C) 1/3 3 | (D 
تساویي:‎ lim m x 7)النهاية‎ 
صفر‎ (3) 4 (=) 2462) ag (1) 


Boom: 
تساوى:‎ lim )النهاية تك‎ ٤ 
اب‎ — l 


نه - 1 


-3 (3) p. (=) غير مو حجو ده‎ ( 2) 3 (i) 
هى:‎ g(4) فان‎ (fog)(x) =x? و‎ f(x) = 2x كانت‎ I5)Co 


لا لا لا لالالا 


8 (3) 6 (ج)‎ 2 ( 2) 4 (D 
الدالة = (×) ر غير متصلة عند × تساوی:‎ (1 
۴ 1 x^ +1 
ol) (-LI1 C) -(2) 10( 


£4Y‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


3 
5 


: هي‎ IR متصلة على‎ f(x) -i 


- قيم 4 التى تجعل الدالة‎ (V 
x^,x >a ^ 
(1,2) (3) )-2,2[ (ج)‎ )-1,0( (2) (0,1) )( 
f(x) = ۱ تکون الدالة‎ x = 0 )عند‎ 
متصلة وقابلة للاشتقاق (ب) قابلة للاشتقاق ومتصلة‎ (D) 
متصلة وغير قابلة للاشتقاق (د) قابلة للاشتقاق وغير متصلة‎ C) 


6 2 للدالة * fo‏ هي : 


x42 
20 (3) 3 C) 15 (2) 10 (D 
عند النقطة )73 ,72( هى:‎ y= )معادله الاس للمنحنی:‎ ۰ 
= Tx 
۷ - 2 +7 < 0 (ب)‎ y+ 2x 4720() 
2y+x+7 =0 (د)‎ x -3y-7 =0) ( 
x^ 
1 xÛ tan” 7X 
زو‎ ita n2 (ب)‎ » (Î) 
-2 


: هي‎ T0) فان‎ /)( = jsinx- 32 +1 کانت‎ ۲ 
0 (د)‎ 265) $i - 
f '(3)=2 »g'(3) 24 $g(3) 26 و‎ h(x) = fig) كانت‎ ISICYY 
: هي‎ h'G) فان‎ f'()27 و‎ 
24 (>) 28 (>) 16 (ب)‎ 8 () 
(0.7) فان 4 عند النقطة‎ x cosy + y cosx = 7/2 )اذا كانت‎ ١ £ 
1 (د)‎ (=) aolo) 2 (D هي:‎ 
: هي‎ f(x) 2 sec 2x للدالة‎ f "Go (Yo 
2sec 2x (tan^2x + 1( (ب)‎  4sec2x Otan” 2x +1) Í) 
(in^ 2x1 (5) séc ox (2tan* 2x.— 1) u) 
f(x) = 4x? - 15x? + 12x +7 )القيمة الصغرى المطلقة للدالة‎ T 
: على الفترة ]0.3[ هي‎ 
3 (3) -3 C) 0 (2) -4() 


لا 


ا 


E 


لا لالا uü‏ لا d‏ 


نادج اختبارات £4Y‏ 


2 
à X —X 
(ب)‎  x=10) 
acl 


Aue (YA‏ و يكون للدالة f(x) = x + cos 2x‏ قيمة: 


x= -1 (3) x < 0 (ج)‎ 


)( صغری le‏ (ب) عظمی idle‏ 
(ج) صغرى مطلقة )2( عظمى مطلقة 


۹ الدالة fG) = tan] x‏ 
)( تزايدية على )0,99[ وتناقصية على )0,99( — )12( تناقصية (ه ,1-] 


IR تناقصية عل‎ (3) IR le (ج) تزايدية‎ 
: هو‎ dx? - 4 + 2۷ =5 )مركز القطع الخروطي‎ ` 
(0,1) (ə) CDe) — (4D (2) (1,1) (Í) 


با لا 1 


الجزء الثاني: آجب عن الأسئلة الاتية: 
١)إذا‏ كانت f(x) = x^ — 8x?‏ أوجد: 
(f)‏ النقاط الحرجة (ب)فترات التزايد وفترات التناقص 
(ج) نقاط الانقلاب (د) فترات التقعر إلى الأعلى والتقعر إلى الأسفل ثم ارسم المنحنى. 


1 


)حل المتباينة 1 > 


+x 

(Y‏ يتمدد متوازی مستطيلات معدن بالحرارة» فإذا كانت قاعدته مربعة الشكل ويزيد طول 
ضلعها بمعدل سم ث» ویر ید asla l‏ بمعدل 5 سم/ ث. فأوجد معدل تعير حجر 
في اللحظة التي يكون فیها طول ضلع قاعدته مساویا 12سم وارتفاعه مساویا 25سم. 

6 آوجد معادلة القطع الناقص الذي برتاه هما (2,1) و (3- ,2) وطول حوره الأكبر 6. 


ECE:‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


اختبار نبائي 


اللجزء الأول: اختر الإجابة الصحيحة للأسئلة من ۱ إلى ۱۳ وضع الرمز الموافق في الجدول التالي: 


۳۱ we] «| e| s a[ 9| | s[ xi a 


1 | | d d d ] dd | | ie 


2 
2 2 >0 S وول‎ d السوال‎ 

(—,0) (مه,2]ت [0,1) (ب) [1,2) نا‎ (Î) 

(—90,0) (2,*0]ن‎ (3) (—,0) U[L2] C) 
هی:‎ Ix [2 x السؤال ۲: مجموعة حل التباينة‎ 

C7] (ب)‎ (0.1] [2,55 (1) 

2-3 € ]25,3[ (د) لا شیء ما ذكر 
السؤال ۳: جال (نطاق) الدالة f(x) eT‏ 

o (o) )-0,1( (1) 

)1( (3) (1,20) (>) 


السؤال 4 : ]13 كان A‏ هو مجال (نطاق) الدالة ۴ وكانت ع دالة معرفة كا fO) : b‏ . (10 = ()ع.فذا 
رمزنا لمجال (نطاق) ع باخرف B‏ فإن: 
B = A (Î)‏ (ب) ۸ 8 
B ¢ A(—-)‏ (د) B = A x A‏ 

السواله: كي نثبت أن 4-(37+1) lim‏ عن طريق التعريف (باستخضدام e‏ و ) فإنه لكل 
0 < ع A‏ £ بحیث یکون: 
0«8«1(f)‏ (ب) <= ةق 


8 apta) d = min( 1,2g} (=) 


ادج اختبارات £40 


s xx mre ALIE 


" — x0 tan3x 
غير معرفة‎ (3) 2/3 (>) 3/2 ( 2) ۱ ( 
هی:‎ limQ/x42 - x) :۷ السوال‎ 
5 زا ات ار‎ 


420 (ب) صفر (ج) مه - مه (د) مه 
السوال ۸: مجموعة حل التباينة 4 > |7-»| > ۰0 هی: 


)€ (3,11-) (ب) [3,11-] (ج) [3,11] (د) لا شیء ما ذکر 
السوال :٩‏ من العلومات ASY‏ 


x | Le 


فان ((1)0)ع هي : 
300 (ب) 7 C)‏ 8 (د) ۱ 
السؤال ۱۰: إذا كانت الدالة ع معطاة بالصیغة: E‏ 0-9 - ()م فان مدی ع هو : 
x2‏ 
C2) R (D‏ ]0,6—( )>( (00,6-) )3( }6{ نا [6- (—oo,‏ 
السؤال 11: إذاكانت ۰ ۳ سم f‏ ؛ فان قيمة >1 التى تجعل limfo)‏ موجودة هی: 
g edid‏ داي بل وق tot‏ 
)4 (ب)4- )>( 16 )3( 20 
السؤال ۱۲: إذا كانت f(x) = -3 + x‏ وكانت g(x) = 7 + x‏ فان منحنی الدالة ع يمكن الحصول عليه 
بإزاحة منحنی الدالة ۲ 


(D)‏ عشر وحدات إل اليم (ب) ثلاث وحدات ال del‏ وست وحدات إل الیسار 
السوال ۱۳: إذا كانت 1 + f(x) = 2x‏ فان: 
(أ) النقطة التي فیها 3 = x =7, y‏ موجودة في بيان (رسم) الدالة العكسية 
(ب) النقطة التی فیها 7 = x = 3, y‏ موجودة في بیان الدالة العکسية 
(ج) الدالة العکسية غير معر فة 
ce rar 4‏ تسسات كر 
"^ دب 21 


£41 تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


الجزء الثاني: أجب عن السؤالين الآتيين في الفراغات المعطاة 
السوال ۱: برهن أن 0 = limsinx‏ 
السوال Ye‏ : آثبت آن: 5 - x^‏ 9 ري حادية (متباینة) وأوجد الدالة العکسية. 


E qY نادج اختبارات‎ 


النموذج الثالث 
اختبار نبائي 


اختر الإجابة الصحيحة للأسئلة من ١‏ إلى ۱۵ وضع الرمز الموافق في الجدول التالي: 


| 9| 3| s ej t v| *| ١| ehe 
1 1 | | | | | | ee 


سي | | | | | | 1 


۱ تقاط الانقلااب للدالة Ja) = x* —2x^‏ هی: 
C2) (00) (2) — (06,0), (1,7) ()‏ )1,1( )3( (1,1-) ,)0,0( 


3 4 
۲ الدالة ۶ : ea‏ نت fpe‏ متز ايدة de‏ : 


R (3) (7, -2] (>) [0.1] (ب)‎ — [2:0] [1,9 (D) 
. عند النقطة )1— ,0( هو‎ sin(xy) + y = tan ۲-1 ميل المماس للمنحنی:‎ (Y 
| (3) -1 (>) 2 (ب)‎ T )أ(‎ 


^y = الستقیات المقارية للمنحني: × ها‎ ) ٤ 


7T A 7T ۳/8‏ 
Z= == 8‏ ۲ ,= = = ات = 
ee (1)‏ مسد (ب) بر 
A‏ ۳/8 
y= (3) ۶ < (>)‏ 
x? x2] :‏ 5 5 
(o‏ ادا MAEI els.‏ فال f‏ متصلة و عبر قابلة للاشتقاق غتل 1 ك عندما.: 


(k? - Dx-kx«1 


k=1 (>) k=0)ب( k=0 « k=1 (Î)‏ (د) لا شیء ما ذکر 


1 
C‏ النقاط الحرجة للدالة ؟» حيث: (4+×)×= f)‏ »هى: 


() 4 (ب) 3- (ج) 0 (د) 3-«4- 


(V‏ للدالة d‏ حیت: 6 + 8 - f(x) - 3x^‏ قيمة صغری محلية عندما: 


y=] (V)‏ (ب) N (3) xsUcxzl (=) x=)‏ شی ۶ غم دکر 
۸ اذا كانت fo) o S.‏ فان f 2) i abl aassM‏ تساه ی" 
X‏ ۱ ^ 
(Í)‏ 8 )2( 15- (ج) 0 )3( 2 


Pi 
: يساوي‎ sin (sin) المقدار‎ (4 


)1( 73 (ب) 21/3 (ج) 0 (د) لا شیء ما ذکر 
tan2x xi‏ 
۰) إذاكانت 3x‏ 4-(82)/ » فان قیمة ‏ التى نجعل 1 متصلة عند 0=× هی : 
١ ١ k ۰: < 0‏ 
)32 — (ب) 2/3 (ج) 0 )>( 1 


: عل [0,27] هی‎ f(x) = sinx + cos x حيث:‎ c£ القيمة العظمى المطلقة للدالة‎ ۱ 
| (ب) 2 )>( ۷2 (د)‎ oi 
: عل‎ de مقعرة‎ fO) - xi 2x35 +5 حیث:‎  ةلادلا‎ )۲ 
)1,0( ,0)ب(1- ,=( (د)‎ œ) (>) 8 (ب)‎ (-1,00) (Î) 
usus (gef فان المشتقة‎ » g) = x3, f(x) = tanx )إذا كانت:‎ ١ 


۱ (ج) ۱/2 (د)‎ Jr (ب)‎ z (b 


4)المستقياث القارية للدالة «f‏ حييف: = - ()[ ۰ هي: 


x^ +l 


٥‏ ) المقدار 35 tan(cos‏ يساوى: 


() 4/3 (ب) 4/3- (ج) 4/5 (د) 0 


نماذج اختبارات £44 


5( ضع علامة ١‏ على التقرير الصائب وعلامة x‏ على التقرير الخاطىء: 


اذا كانت c f" (c)20‏ فان ((ء)۴,ء) نقطة انقلاب للدالة f‏ 
إذا کانت f‏ قابلة للاشتقاق عند cc‏ فان ilat f‏ عند € 
إذا كانت c‏ نقطة حر جة للدالة ۴ c‏ فان f '(c)-0‏ 


| إذا كانت f‏ متصلة على (a,b)‏ » فان للدالة f‏ قيمة عظمى على (a.b)‏ 
إذا كانت ع f,‏ متصلتين عند ». فان ع f.‏ متصله عند c‏ 
إذا كانت f(c)‏ قيمة قصوى محلية » فان » نقطة حر à‏ للدالة f‏ 


p EID‏ لكل مما یل: 
AA‏ 7 


y - cos* (x + tan! X) ( 2) دل + 1ل = بو‎ (1) 


Ò+‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


النموذج الرابع 


اختبار نبائي 


الجزء الأول 
qut‏ اند اس إلى ۲۰ في الجدول الآتي: 


۱ ۰۱ ap ۲۱ vp e| t| ۲۱ "| شت لإ‎ 


س۱) مجموعة حل التباينة 9 < |[ - [5x‏ هي: 


4 (د)‎ R (ج)‎ R - ]-8/5, 2] (ب)‎ (-8/5, 2 (1) 
هو:‎ f G9 2 JT || الدالة‎ Jue )۲ س‎ 

æ) (=) (72,1) (2) R (Î)‏ ,1-] (د) غير موجود 
س (Y‏ الدالة العكسية للدالة PTT‏ 57 

(1-x)/x (f)‏ (ب) (×+1/)1- )>( 1+ (د) لا شيء ما ذكر 
س5 ) إذا كان >= h(x)‏ ا 0-2 Jim = pm‏ 0 »فان hunc L E x)‏ تساوى: 

C 4/3 e 3/4 (1)‏ 26/9 6 لا ىء ما ذكر 
س Co‏ حل التباينة زج 1+ x‏ » هو 

x +l . 

(—,0) (3) $ C) IR )ب(‎ [0, oo) (1) 
: لإهي‎ = f(x) = sin 2x — cos 2x حيث:‎ c£ س6) المشتقة الثانية للدالة‎ 

4y (د)‎ -4y (>) y (ت)‎ -y (Í) 


2y=3x-35 
سر ۷) مر ك القطم الز ائد الذی مستقباه المقارتان: ا2‎ 
و ل ر ا 54 558 يون‎ HOM 


)2,3( (د)‎ )-3,5( C2) )1,-1( C2) (3,5) (D) 


نمادج اختبارات EA‏ 


: هي‎ » lim (Vx? +4 -x) س8)‎ 


æ (Í)‏ (ب) مب CS) 0 C2)‏ لا كو ا دک 
۳ 
lim Ma 4 ۱‏ ۰ هی: 
F‏ مجع 5000 
)00 (ب) 8 )=( 1- )3( oo‏ 
xUÜ X‏ ۱ 
)( 0 (ب) » (ج) 2 )3( غیر وجرد 
3 14 
س۱۱) الشتقة العشرون للدالة ‏ حیث: دح PT foem‏ 
Ó)‏ 2117 (ب) 0 )>( A‏ (د) 3/20 
س ۱۳) ميل الاس للمنحنی: 1 = tan(xy) + y‏ » عند النقطة )0,1( هو : 
0( 1 (ب) 3 )>( 1- (د) 2 
س۱۳) الدالة 8 حیث: ص - )۶ E‏ نظرية القيمة التو سطة عل الفترة؛ 
mW‏ 
R (Î)‏ )2( ]0,2[ )> ]0,1[ (د) لا شیء مما ذكر 
(Mf‏ إذا کان: »له ! f) - tan‏ « فان الشتقة £'(D)‏ تساوی: 
(Î)‏ 1/4 (ب) 14- Ce)‏ 1/2- )3( 1/2 
س۱۵) الستقیم القارب الافقي للمنحني: یا ان هو: 
X‏ 
xz-1C) yz 0 (i) y= 1 (Í)‏ )د(0 x=‏ 
T Lp‏ 
CY‏ قيمة » التي تجعل الدالة التالية: ۰ " 1.2.4 f(Q)-‏ متصلة عند KEL‏ هي: 
Ik yz‏ 
(I)‏ غير مو جودة )2( 12 )>( 3 )>( 3- 


4 1 
س ۱۷) للدالة f(x) — 3x? I‏ نقاط حرجة عندما تکون؛ 


x--1, x=0 (1)‏ (ب) xs‏ (ح) 1 < x‏ (د) 4= ,3 < ۲ 
س‌۱۸) القيمة العظمى المطلقة للدالة: f(x) = sinx — cosx‏ على الفترة m]‏ ,0] تساوی: 
() 2 (ب) 42 (ج)2 )3( 42- 


س۱۹) أكبر مساحة لمستطيل محيطه 36 سم» هي : 


(Î)‏ 81 (ب) 89 (ج) 102 (د) Y‏ شیء نا ذکر 
س۲۰) ]13 کان: g'(1)23, £'(7)22, f(5)28, g(1)27‏ » فان (1) (fog)‏ تساوی: 
)6 (ب) 12 )>( 14 (د) 16 


اکتب الاجابة الناسبة بجانب کل فقرة في السوالین العالين (بدون شرح): 
السوال الأول: إذا كان f(x) = 2x? - x^‏ « فان: 


فترات التزايد هى : 
فترات التقعر نحو الأعل هی: 


قیم x‏ الغى یکون للدالة عندها قیم عظمی 


السو ال الثاني: اذا كانت معادلة القصع المكاقء هی : 
2y = 4× -3‏ بكو فاد 


منحنيه البياني مبينا عليه المعلومات السابقة هو: 


أجب عن السؤالين التاليين إجابة كاملة: 
السؤال الثالث: c‏ باستخدام التعريف «al‏ مشتقة Sin X‏ هى .COS X‏ 


السؤال الرابع: نقطة تتحرك على القطع الناقص: 3 - e ×  2y?‏ فإذا كان o2‏ فأوجد dins‏ 
at ۱‏ 


dt 
(1,1) النقطة‎ 


«۳ اختبارات‎ exp 


النموذج الخامس 
اختبار نهائي 


الجزء الأول: ضع رمز الا جابة الصحيحة للأسئلة من ۱ إلى ۲۰ في الجدول التالي: 
A 4| * ۰۱۹ 4| *| *| "| d‏ |“ 
see‏ | | | ]| | | | | | | ] 


lesse‏ | ]| | | | 1 ال 


: العامة 0و چس‎ en qae (a 
" X 

(—,1) (3) IR (>) (0,1) (2) IR-(0] (Î) 
TT Bx 7|»5 حل المتباينة‎ ie pat (Y س‎ 

(=œ, —4) (3) IR (>) IR-[-4, 2/3] (ب)‎ 2/3, 8) Í) 
هو:‎ ۰ fG)- T (نطاق) الدالة:‎ Jue س۳)‎ 

x^ —5x-6 

(3, æ) (ə) IRC-) R-{23 (ب)‎  IR-([23]() 
ار‎ SLE dus موقم وان‎ ENTE إذا كانت‎ (£ 

IR (ج)(0]-(,1-) (د)‎  IR-(0,-1] (ب)‎ IR -{0} (Î) 
تساوي:‎ g (x) ۽ فان‎ g() - 8e, ادا كات:‎ Co, س‎ 

)-8( 1⁄3 (ج) غير موجودة (د)‎ 1/8+x3 (ب)‎ x3/ (8x91) (Í) 

x^-3x-4 , 
i dos سس وول‎ (A sa 
di id x? - 6+5 
0 (3) 5/2 (>) مه‎ (5) 1 (1) 

i tan2x — x 
a ا‎ 

1/3 (3) 0C)  ةدوجوم (ب) غير‎ 1/43 (D 
۽ هي‎ im T س۸)‎ 


Deg‏ تطسقات ۴ حسات التفاضل والتكامل 


-3/2 )5( 3/2 (>) 0 غير موجودة (ب)‎ (D 
+ - 
ين :ی‎ 

I (>) ۱/4 (>) 2 (2) 0 (» 

س (A‏ القيمة الصغرى للدالة:1 + 3:4 — 2x5‏ = )»على الفترة ]0,2[ هي : 
06 (ب) 3- (ج) 5 (د) ۱ 

س )١١‏ معادلة الاس للمنحنی: e y = tantx?‏ عند نقطة الأصل هی : 
y=0 (Í)‏ (ت) 0 < ۲ (ج) - ۷ (د) × = ۷ 


: هي‎ f= ان فترة التزايد للدالة:‎ CYY y 


]-1,2[ (3) [3 C)  ]-1,1[)ب(‎ IR (Î) 
هى:‎ » fo) = x4 - 2×3 + 1 س۱۳ ) فترة التقعر نحو الاسفل للدالة:‎ 

(0,1) (3) (ج) (302 ,مه)‎ .— (372,8) (2) IR (1) 
فود 1رد فان کت شاوی‎ 23g وگ‎ sie ری‎ E BOE 
Age em de rn | dt dt 8 i K e 

5 (ب) 8 (ج)4 (د)‎ 7 (b 
sin“ 2x 0 
متصله عند 0 = × هى:‎ » f(x)- Zrinaz ii التى جعل الدالة:‎  ةمیق‎ ) ٠١س‎ 
k x=0 
2/3 (3) 4/3 (ب) 1 (ج)‎ 0 (1) 
عند النقطة )1,1( تساوی:‎ y” فان قيمة‎ « x? + 2y? 23 إذا كان‎ (YA 
3 (ə) I (ب) 1/2- (ج)‎ -3/4 (Í) 
LA x < 0 قابلة للاشتقاق عند‎ fo) - E20 تجعل الدالة:‎ EET 
ME 2 Ds PP م‎ l جعل‎ qe ولا‎ FOE ME 
h € و تميع‎ k=l (3) li-1. k=1 (=) h=0, k=1 (2) h-0, k=0 (1) 
معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه )0,1( ,)4,1( وأحد رأسيه )1,1( هی:‎ (VA 
(y- D? «3(x-2) 23 (ب)‎ (y-1)? -3(x-2)? 23 )( 
3x-2) -(y-0* 23 (ə) ر)‎ -1(” 23(x-2) C2) 
"X -— توافق‎ [0, x] على الفترة‎ f(x)9cosx-sinx النقاط الحرجة للدالة‎ ) ١15 س‎ 
n (3) 37/4 (>) T/2 (ب)‎ 0 


س۲۰) قيمة » التی تحقق نظرية القيمة المتوسطة للدالة: («/1)+*-(»)1 على الفترة ]2 ,1/2] ۰ هی: 
(Í)‏ 3/2 (ب) 0 )>( | (د) 1- 


نمادج اختبارات 0*0 


الجزء الثانی: أجب عن الأسئلة التالية: 
السؤال الأول: جد y‏ فیما Ub‏ 
y-sin? Y x* +] (1)‏ (ب) y 2 xcot ! x?‏ 
السؤال الثاني: جد مركز القطع التالي وبؤرتيه ورأسيه؛ ثم ارسمه: 
9x? + 25y^ — 18x + 50y = 191‏ 
السؤال الثالث: إذا كان 0 < Ocx‏ < ر وكان 3 = ر + ex‏ فأوجد القيمة العظمی للمتغير 2 حيث: 
2 


Z 7 


السژال الرابع: عين قيم کل من b C‏ به حتی یکون للدالة: 
f(x) 2 ax? + x? + bx 4c‏ 
iod‏ صغرى ile‏ عند النقطة )1,0( ونقطة انقلاب عند 2 = x‏ 


0*1 تطبیقات نی حساب التفاضل والتکامل 


اختبار نبائي 


الجزء الأول 
ضع رمز الإجابة الصسيحة للاسثلة QUI diga d ۰ Jl V ge‏ 


1 1 | | i | |] | | | 9 


س۱) مجموعة حل المتباينة: 2 > اند - 4| . 


(—20,4) (3) 2 C) [2.6] (2) (6,20) (1) 
: س۲) مجموعة حل المتباينة: 0 < (2 + 1(3)2 - ») » هي‎ 
R (3) (1,c0) (=) — (22.1) () 
E 
: 5 - illl Y 
gr wo _ E مس چو حل‎ 
(6, œ) (3) (—4,2).6, oo) (>) R - {2,6} (2) (—%,2) (1) 
1 
»هو:‎ f(x)- —— الدالة:‎ (£ 
4 x^ -4x ۱ 2d 
R-(0,4) (3) R (>) [4, o0) (ب)‎ (—o0,0)U (4, oo) (Í) 
PI ])( - 
f^. تاک‎ aye 9 qu (b 
+ [ LEA 
fe وريم زا‎ 
1]1-2x 1 +1 
هی:‎ » lin X 5x + 6 (٦ 
x4" ده‎ 
(د) مه‎ -1 (>) | (2) 0 (I) 
: ى‎ lim 2 (V 


x>0 ۲‏ * 
)1( 3/4 (ب) 1 (ج) 0 (د) 1/12 


2۷ اختب‌ارات‎ ce 


lim cosx-csc(cos x) (A س‎ 
yeni? : 
oo (3) 71/2 (>) ۱ (ب)‎ 0 (1) 
فإن‎ clim fx) = limA(x) = و22‎ x21 فى جوار‎ f(x) € g(x) € (x) كان‎ I3] (4, y 
x1 x s 


lim(18 + g(x))‏ » هى: 
E x1‏ 


18 (3) 19 (ج)‎ 22 (2) 40 (Î) 
sin KX 0 
: متصلة هی‎ f(x) = X ME التي مجعل الدالة:‎ K س ۱۰) قيمة‎ 
3k -2 , x-0 
0 (3) ۱ (ج)‎ -2/3 (>) 2/3 )( 


" 
س CY Y‏ جال الدالة cf‏ حيث: ف f)‏ هو: 
X‏ 


COS 


[-1,0 (3) ]0, 1/2] (ج)‎ ]-1,1[ (C) R (Î) 
: هي‎ fox o4) 5 :۴ الموافقة للنقاط الحرجة للدالة‎ x مجموعة قيم‎ CY y 
(3) (3) (341) C) R-i) — (4 (0 
عند النقطة (1,1) هو:‎ yx? + ۷2 =× +1 س۱۳) ميل المماس للمتحتى:‎ 
| (3) 0 (ب) 1/2- (ج)‎ -13 (0 
: على الفترة .]7/2 ,0] هي‎ f(x) = sinx + cosx :۴ القيمة العظمى المطلقة للدالة‎ (V 4 س‎ 
| (ب) 42 (ج) 0 (د)‎ 20 
u^ TO) = حيث‎ cf خطوط المقاربة الأفقية والرأسية للدالة‎ | (Yo ya 
x=3,y=+2 (3) EE ESE x=+2,y=3(1) 
: هي‎ ef) = 35 - 54 نقاط الانقلاب للدالة ؟» حيث:‎ OT 
(0,0), (1, -2( (3) (ج)(2-,1)‎ — (3,5) ( (0,0) (Î) 


OY‏ إذا کان معدل تزايد طول ارتفاع مثلث هو 3 » ومعدل تزايد طول قاعدته هو 2« فان معدل 
تزايد مساحته في اللحظة التي يكون فيها طول ارتفاعه 10 وطول قاعدته ۰12 هو: 


28 (د)‎ 20 ud 8 (ب)‎ 3 (Í) 
x^ NM an 
۷ 21 +, =1 (ب)×-‎ ale wk 


yzl-2x,y21-42x(3) y=4x=2 (>) 


۰۸ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


س٩۱)‏ دلیل القطع الکانیء: 3 = cy? - 27 + Ax‏ هو: 


yz2(3) yz0C-) X22.) x20() 
إذا كانت بؤرتا القطع الناقص هما : )1,4( ,)1,0( ومحوره الأكبر 6 » فمعادلته هي:‎ CY * س‎ 
(x-1) Je 3^. gi : 
=] L— +=] (|) 
9 5 ed ۹ 16 o 
O-D?  (x-D* 0 (y-2) لاحت‎ _ 
9 5 =] (5) ^. 0 US | (=) 


أجب عن الأسئلة التالية: 
السؤال P Jab oda Mi‏ إذا كان: 
y-x^sn?(3x) (Î)‏ 
(V x)sec? x (2)‏ منود y‏ 
tani) 21+ «* (>)‏ 
السوال الثاني: أوجد بعدی المستطيل الذى مساحته آکر ما يمكن بحيث يمكن حصره في اللصف 
العلوي من الدائرة 16 = y^‏ + 2 كما هو موضح في الشکل: 


السؤال الثالث: إذا كان cn e N‏ فأثبت أن eni‏ "برك . 
السؤال الرابع: إذا كان 5 — 6x2 - x*‏ 2 نر فأوجد: 
CD‏ فترات التزايد 
(ب) فترات التقعر لأعل 
(ج) نقاط الانقلاب ثم ارسم بیان الدالة. 


ه٠ اختبارات‎ eso 
النموذج السابع‎ 


اختبار نبائي 


ازع الأول 
تيع رمز الوجابة اد الصحيحة اللأسئلة من Y E ١‏ ابغدول س 


1۳۳۳۹ | | | | | | | | | 72 


س۱) مجموعة حل المتباينة: 3|>1-+2]| هي 


C) (1,2) (2) IR (1)‏ ]1.2[ (د) IR-[1,2]‏ 
س۲) جموعه حل ایی 0 > + هي : 

-)0( (>) (26,0) >) (0, œ) (ب)‎ IR (Í) 
T. ix -3| > [x - 2] حل المتباينة‎ ie pat (Y بس‎ 

R -(2,3) (3) IR -(3,2) (ب) (5/2,00) (ج)‎ — (7995/2) (Î) 


س4) إذا كان: وب fO)‏ فان ( 1 f‏ تساوی: 


۱ 
|( )ا جلت )ت ô‏ 3— 

0 ;— (ب) ;— acie)‏ سرع (د) 3-» 

: ۾ هو‎ He حيث:‎ f Jue Co, 
V—x* = 
)-2,1( (د)‎ )-1,2( (>) ]-2,1( (C)  R-[-2,1) (D 
lim x -A (٦ 

ف اوت يو ro‏ هي: 

oo (ج) 0 (د)‎ 4/3 ( 2) 1 (Ï) 
: هي‎ ۰ [fj 9T aN س۷‎ 


x—0 x tan 4x 
(د) مه‎ - C) 0 (ب)‎ 25/4 (1) 


هھ 0 تطيقات à‏ حسات التفاضل والتكامل 


VAx? + x 


li ^‏ 
ل 1 "dans xl‏ هي 
oo (5) 2(-) 0 (2) -2(0)‏ 
من C4,‏ الدالة c£‏ حیث: f(x)-|2x—-3|‏ عند 3/2 = ×: 
)1( متصلة وقابلة للاشتقاق (ب) غير متصلة وقابلة للاشتقاق 
(ج) غير متصلة وغير قابلة للاشتقاق (د) متصلة وغير قابلة للاشتقاق 
مع نها 
س۱۰) قيمة 1 التى تبعل الدالة: — x?‏ اكد( متصلة عند ۰-0 هی: 
i k x=0 1‏ 
(1) 0 (ب) 1 (ج) 2/3 (د) 3/2 
س۱۱) المشتقة الرابعة للدالة: — fo)»‏ عند 0 = × » هى: 
+X‏ = 
)1( 22 (ب) 0 Cac)‏ 24 
x) i‏ --1( 
a pp yi |‏ 
OY‏ بؤرتا القطع: 1= de M ۳ ed z‏ 
)1( )2,3-( ,)4,3( )22( (3-,1) ,)1,3( 
س1 ) معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (1- ,122( وأحد رأسيه (1-,4) هي: 
x? -2y* + 4x < )( (i)‏ (ب) 39-0 +2 + 4۶ + 5x^‏ 
x^ -2y^ 4120 (3) 5x^ -9y* 10x 418y -312 0 (>)‏ 
lim nna iy‏ 
vex E pur‏ | 
)1( 0 (ب) 1 )>( مه )3( غير موجودة 
E,‏ & 2 
(vo,‏ المخطوط المقاربة الأفقية والرأسية للدالة: لبت £002 
x^ +1 |‏ 2 
xz-Lys-2(3)  ys22C-) y-1(52) a-1y-2(D‏ 
CY‏ معادلة الاس للمنحنی: + 2 = c f(x)‏ عند 0 = X‏ هی : 
yexe-22002) y+x-2=0 (Í)‏ 
x-y-120(3) x-y-220( —)‏ 


س۱۷ ) النقاط الحر جة للدالة: :د - 1له + - f(x)‏ هی عندما ‏ تساوي: 
34,-1C-)  4/31(2) 1,3/4)(‏ )3( 1 


نمادج اختبارات OY‏ 


: تحقق نظرية رول على الفترة ]7/4 ,۰10 هی‎ f(x) = tanx + ksinx قيمة ۲ التی جعل الدالة:‎ (YA, 
لوس 2س لطر ین‎ « (ond) 

س9١)‏ إن القيمة الصغرى المطلقة للدالة: fx)ex? 3x1‏ على الفترة ]0,2[ » هى : 

-1 1(د)‎ C22-5 (223 () 

س۲۰) |ذا y2 - x - y 1-0 OUS‏ وکان معدل تخیر هو - 4 فان معدل تخیر y‏ عند الا 


)1.1( هو : 
Ci)‏ 2( ب) [-(ج) 1(د) 2- 


el‏ الثاني 
أجب عن الاسئلة التالية: 
السؤال الأول: أثبت أن مشتقة الدالة: f(x) Stand x‏ هی: 
f=‏ 
i | + x?‏ 


السوال الثاني: آوجد فترات التزاید -التناقص - التقعر للأعلى وللأسفل -التحدب- القیم القصوی 
المحلية- نقاط الانقلاب للدالة:3+**2- 100-2 e‏ ثم ارسم منحنی الدالة. 
السوال الثالث: أوجد ۳ إذا كان: 
y = xsec^ (2x) (Î)‏ 
y 2 sec ! (x) + xsin3x (2)‏ 
)>( 2= × ر x yt‏ 
السؤال الرابع: ارسم القطع التالي: 


2y - Ax + 6 - 0‏ + × محددًا جمیع عناصره. 


01۲ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


إجابات نماذج الاختبارات 


النموذج الأول 


3 È e È È Š È 
د أ ب حب د‎ cl ج ج حب اند نو أء ا جب ادا جح نه‎ 


النمودج الثاني 


= 
c»‏ ده جا Cox e d‏ ب ده ده نا ده ده | 


النموذج الثالث 


È E E 
| دةة ابا تا سا سا حب حا د‎ UA NA 


النموذج الرابع 


E E È È È E È 
elel ب أء أء جب اج نب جب جب جات ج حب أء نب جب أء ب‎ 


النموذج الخامس 


E e b e E 
جح‎ AE RE E د‎ | AE یں ت اع‎ 


È È E È È 
ده أء ده تاج ده جب ات أ ج د ده ت جح‎ al نو ج جا‎ 


النموذج السابع 


E È E E E oC E 
nM dec جب‎ d الاي أعد تا د ده چا جح‎ tL الاي‎ 


نياذج اختبارات oT‏ 


جداول للصیغ الرياضية 


O‏ طول قوس منحني 

B 
r- f(0) 1 Vr? + 2 40 (أ) باستخدام الإحداثيات القطبیة:‎ 
(ب) باستخدام الاحدائیات الوسيطية:‎ 


۳ 2 
Iy 
EE at 


b 2 
| d? 
x= f(0.» = g0 | (=) 


2 
| dy r” p | E $ aei 


= 


(د) باستخدام الاحدائیات الديكارتية: dy‏ + 
dy,‏ 


(Y‏ المنطقة © من النوع 

الأول: 

هي من الشكل المرافق» وهي واقعة فوق القطعة [a,b]‏ وتحت 
المنحني: 0< )م y=‏ . 


y= f(x) 20 


ء ۱ ۵ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


b 
| | aso daas) 


e 


b 


(ب) الحجم الناتج من دورانها حول الحور a| y? dx x‏ 


dl 


(ج) الحجم الناتج من دورانها حول المحور y‏ (طريقة الشرائح الأسطوانية): 
b‏ 


. (a 20) 2] xy dx 


)3( مساحة السطح الدوراني الناتج من دوران القوس AB‏ حول الحور x‏ 
b‏ 
y ds‏ |*2. 
dy‏ 


2 2 
dx | * UO ra ی‎ faba | i 
1 4 (2, dt «Nr^ -r^d8 ها إحدى الصيغ التالية:‎ :ds) 


| dy 


(Y‏ المنطقة P‏ من النوع الثاني: 
هي من الشكل المرافق» وهي 
حصورة بين المنحني: 


x= g(y) 20 


والمستقيمين: 
= »ل = روحور الصادات. 


نمادج اختبارات o0‏ 


| zycP axe aL t 


C 


d 


(ب) اخجم الناتج من دورانها حول المحور لا: af x^ dy‏ 


(ج) الحجم الناتج من دورانها حول الحور x‏ (طريقة الشر ائح الا سطوانیة): 
d‏ 


. (c20) 2 xy dy 
لحر‎ C. 1 
:۷ حول الحور‎ AB (د) مساحة السطح الدوراني الناتج من دوران القوس‎ 


d 
2] x ds 


dy 


2 
1 dt «Nr^ + dO : A JUJI ها احدی الصيغ‎ Js) 


Cf‏ المنطقة D‏ من النوع الثالث: 

هي من الشكل المرافق وهی محصورة بين 
المستقيمين: ه-6» B‏ - 6 والمنحنى القطبى: 
rm f‏ 


2a > F>a z0 


B 
3 0 Tiiti شاه‎ (D 


/ 2 
à e» 8 > a >0) | lm 0 


o1‏ تطبيقات في حساب التفاضل والتكامل 


ملحو ظظة 
(أ) إذا كانت منطقة التکامل © من النوع الأول: 


y-fGo)z0 


(a<b <0) 


فإن الحجم الناتج من دوران © حول المحور y‏ (طريقة الشرائح الأسطوانية) يعطى بالصيغة: 
b‏ 


b 
(a > > 0) 2# | | | ydx < 2| xydx 


e & 


(ب) إذا كانت منطقه التکامل M‏ نظرة Q‏ بالنسبة للمحور ×» فال: 


۱)مساحة النطقة M‏ هي: yax‏ |--<4 || | 


a ua 


نمادج اختبارات oV‏ 


CY‏ مساحة السطح الدوراني الناتح من دوران القوس AB‏ حول المحور * هي: 
h b‏ 
yds‏ ]ع دده | »| |2 


CY‏ الحجم الناتح من دوران المنطقة M‏ حول المحور y‏ (طريقة الشرائح الأسطوانية)» هو: 
hb b‏ 
yxdx‏ ]ع ده | | | 22 )20 (b >a‏ 


 :يواسي‎ emo فان‎ cacb&0 کانت:‎ lj, 
b b 
in| | x|| y | ديرك‎ 2x | xydx 
a a 


y- f(x) > 0۵ 


بالثلل نحصل على الصيغ الرياضية الموافقة» إذا أخذنا منطقة التكامل من الشكل N‏ نظير 
المنطقة P‏ (من النوع الثاني) بالنسية للمحور y‏ 


(١ 


(Y 


(o 


(V 


(4 


(1١ 


(Y 


(۱۵ 


(AV 


۹ 


(١ 


(YY 


(Yo 


(YV 


(Y4 


(Y S 


f dx 
2:2 -4x+9 


f | dx l 
(+2) (x  3)* 


| ax 

[x^ 

| xd x 

| (x^ -x4D 
us ard 

[esu 


3 
X 


مت | 


Ax — 2x41)? 
۱ 2 
ae 
(x* -1(" 
| xdx 
VD MOI QN a 


۱ dx 
* (x? + و(جرك‎ 4 - x? 
| - 4x? dx 


۳ x^ 2x 4 2dx 


f dx 

x?‏ - 1 لور 
5x di‏ | 
Jis‏ | 


| ax 
e 
COSXSIID X 
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1 2+ 2 


f ۹ے‎ 
x(x^ +5( 


| ax ۱ 
لا س‎ 
| +1) 
| (A 


T 
x^ —2x -4l 


| 3—4x Fam 
(1- 24 x)? 


| 
+x 1‏ رو 
dx‏ 
و سس 
سس سم 
ta‏ یت | 
J 5—xJ5-x‏ 


xdx ۱ 
————— (YA 
لحم‎ |-x* 


[ae 


-D2‏ ر) 


[vx -9ax CY Y 


[E t 
x x^ 4 x4] 
dx 
ا‎ 
x x -1 


ax AANA 


x?‏ + ول 


| xdx (Y ۰ 


| | + Jcotx | 


dx (OY Y 


sin” x 


0۱۹ اختبارات‎ esp 


; aud. 
[ose 5xdx (Y 5 co dp qm 
| Y cos" XY 
| 5 
مگ اف‎ eer I T da (Yo 
1 : cos? x 
| لگ‎ A IL Tae d 
2 5112.۲ + 3 5و‎ — 5 ۱ 2 4 
۱ ; dx VR | dx > (۳۹ 
cos + 21۱۲ زوم‎ + ASIN x له‎ (+ C0 x 
| سس‎ (£Y | لك‎ d (£) 
(2 + cos x)(34- cos x) sinxsin2x 
i OR 
buc COSQX Xs | sec" x x (£Y 
a^ da d in a ax tan^ x + 4tanx 4l 
| xsin? xax (£3 ij ۳ (£0 
2 
COS” 3x 
2x 2 x ۱ 
fxe dx (£^ 3 e" dx (EY 


TEE [miss (£4‏ يدم 
x‏ + 1 


|] بش‎ (o | sin 3 cosas (۵١ 
| (sinx-- cosx) 2 2 


| sinhxcostad (of reti (oY 
(tanx + 1(511 x 
۱ ا‎ (0٦ sinhyl-x , (60 
sinh^ x-cosh* x La. 
كي]|‎ ۸ | ——dx (0۷ 
26 4 sinh x 
2x x 
[-— dx (1 | (04 
| (e 4 4 —6e +13 
. e 
[c -D102* qx (AY | -d 33 
1-47 
[E ره‎ (3£ | e +1 ax (Y 
X 
[cosanodx (17 |? ain: (10 
| x 
| xarctang ۸ fæ —3x)sin5xdx ۰ (AW 


Jixtax cv | aresin xax (14 


د ن 


(Y 


(Y 


(f 


(1 


(V 


(4 


0 


(NY 


A. 


EX 


(AV 


(44 


CY 


(YY 


[TT 


(v£ 


Inyx*-2x+2 — 4arctan(x — 1) CY arctan ZED 
TEN 
)2-1( TE + بر‎ + ; |+ gactanee eb 
2 4 2] 2 
EET E 
+A x*2 x-3 5 5ب را‎ 
lj x41 0 1 
2 ^44 y+] 
1 m سس اد ۸( ای‎ 
4۱ 1— x* x-i 4 x?+2 2 ee 
1 x—2 "NL 21-1 E R x—1 
6(x?-x41? 6 [ببر- شیر‎ 35 J3 
14 10 x(3- 24 x) 
X 3xdx 2x? 1-2 
Jx- ew" (T eee exe 
x 41 


—2(d/5 - x -1 - 41Ind + 35 — x) 
ince? -ı|- 


E 2 
S7 dua bann E 
x^ 41 2 /2 
1. ا‎ 1 . 2+1 1 ۲۲ 1 
ات ]| مت‎ —z arcsin 6 نس اساي‎ 
8 x 8/3 x4 x^44x باب‎ x44 


tdg ag + ل‎ -9 
zi A 
-— (8x 1) x -4x* + - arcsin(sx — I) 


| X 
In 


x^ + x 4l‏ لیر بر برد 


نمادج اختبارات o١‏ 


E 2 | 
تق شتف‎ cL OM 2x2 - nee lea? + 2+ 2( (Yo 


3 


2 
i NEsx* 1 ۱ ieai ل‎ —, 
1 TY تست‎ (Y1 
X Ax 
2:4] 11 x? 


1 1 J 1 
——]Inlz-1|-4—In(z^ -z4-D-——arctan M (YA 
3 | | 6 (z As ) B 3 * 
Bx 27 amay (۳۰ ا‎ + ditz (Y4 
۵ 4 32 2 
24] tx)? | 
-cotx- (Y in| tanx| cot كبر‎ cot? x (۳۱ 
> x-6)Vcosx (YY 
-- مت‎ ROT. ۳ (Y f 
20sin 5x 40sin 5x 40 
3 5. 
qn (ri zu ru Em £ ۳۵ 
1 4 بها‎ -1 X m x m 
سس‎ arctan — ———— (Y'A ai AeA eg شوك اهاز‎ (Y V 
J3 J3 f E E 4 
| 1 2tanx 595 
arctan( tan x 4- 1) C£ * — — arcta (۳۹ 
/10 J10 


in| tanx+seca | -Z oscx (£ Y 


2 | tan 1 tàn; | 6 
—= arctan] ——- | —— arctan ——- 
/3 43) 2 42 | 

ln tanx 2+ tan? x+ 4tanx + 


e TE. in sinax+ a* + زو‎ 2 (rf 
3 9 Aa أ‎ 
X xsin2x 0 05ح‎ 1 (£1 
4 4 8 
| 2 e? 
2 (£A (2x-D (EY 
E 


07 


(o* 


(o 


(oY 


(00 


(oV 


(94 


(3 


(XT 


(1Y 


(ve 


(V 


(1A 


(14 


x? arctanx — In(x - N12- x? )‏ 1ل 


1 l 3x | 5x X 
— (o —Ssin— - —sin— --—sin— 
l+ tan x 3 2 10 2 2 2 
ا‎ 
sni Xe ek In|14-cotx| —cotx 
= Incos h2x (0 —2cosh4l1-x 
1 x —1 5 du: ۱ 
-—.-—]n|e* -2|(6A —xcothx *- In| sinhx | 
"x 4 4 
tije +1)’ e +7 (Te arctan“ 2 ۱ 
|. 1+ 2* 
د‎ |f} 
1114 1—2* 
—2x 2 
E. zo ae پا‎ | 
2|nlO InlO0 21n^10 
X arctan x ۳ as we اتا‎ 
In وت‎ 2" +1 +], 
1+ x* ^ Ye" +1 +1 
2 
> (cosInx «sinInx) (11 E SEE 
X 


H- x^ cos5x4 S si n5x--3xcos5x-4 2 N منود‎ 
5 5 25 5 
1 2 eP 3 2 | ۱ X 
5 (x a SE سند‎ 


x —— larcsin x‏ + دي اس + ۷ لل 
9 2 2 
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اتصال (استمرار) 
اتصال دالة 

اتصال على فترة 
اتصال على فترة مغلقة 
اتصال على مجموعة 
عدم اتصال 

المساحة 


6۵ ۲ ۵ 


تبت المصطلحات 


Continuity 

Continuity of a function 
Continuity on an interval 
Continuity on a closed interval 
Continuity on a set 
Discontinuity 


Area 

Numerator 

Graph 

Graph of function 
Change of variable 


Table 


Product 
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لشم 
دالة (دوال) Function(s)‏ 
دالة التركيب Composite function‏ 
دالة الحيب Sine function‏ 
دالة الحيب العكسية Inverse of sine function‏ 
دالة الظل Tangent function‏ 
داله المشتقة Derivative function‏ 
دالة ثابتة Constant function‏ 
دالة جيب Cosine function ell‏ 
دالة كشرة حدود Polynomial function‏ 
دالة حقيقية (عددية) Real-valued function‏ 
دالة دورية Periodic function‏ 
دالة زوجية Even function‏ 
al‏ ظل Cotangent function el!‏ 
دالة فة Inverse function‏ 
دالة فردية Odd function‏ 
ils‏ متزايدة Increasing function‏ 
دالة متناقصة Decreasing function‏ 
دالة مثلشه عكسية Inverse trigonometric function‏ 
دالة محدبة للاسفل Concave downward function‏ 
دالة حدودة Bounded function‏ 
دالة مقعرة Concave upward function‏ 
دالة أصلية Anti derivative function‏ 
j‏ 
روج Pair‏ 


Ordered pair روج مرب‎ 


کثرة حدود 


مبداً الاحدائیات (نقطة الاصل) 
متصلة (مستمرة) 
تناظر 


مجموعة 


یت الصطلحات oyy‏ 


Length of an interval 


Length of a line segment 


Number 
Even number 
Natural number 


Prime number 


Interval 

Open closed interval 
Closed interval 
Closed open interval 


Open interval 


Differentiable 
Integrable 
Absolute value 


Average value 


Polynomial 


Origin 

Continuous 

Variable 
Independent variable 
Symmetric 


Set 


OYA 


مجموعة الأعداد الحقيقية 

ie e‏ الاعداد السالبة 

حموعة الأعذاة الصسيسة السالبة 
ie pt‏ الاعداد inaua‏ 
مجموعة الأعداد الطبيعية 

مجموعة الأعداد القياسية (الكسرية) 
مجموعة الا عداد الموجبة 

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
جموعه جزئیه 

ie pat‏ خالية 

حاور |حدانیه 

مدى دالة 

مربع کامل GO‏ 

مستوی الا حدائیات 


"wh ob ۳3 


یز ناد نی حدود 
ميل القاطع 
حور الدوران 


نظام إحداٹى 

نظرية القيمة المتوسطة 
نقطة انقلاب 

ale 

Sw‏ عن يسار 

Se‏ عن يمين 
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set of real numbers 

set of negative numbers 

Set of negative integer numbers 
set of integer numbers 

Set of natural numbers 

Set of rational numbers 

set of positive numbers 

set of positive integer numbers 
Subset 

Empty set 

Proper sêl 

Coordinate axes 

Range function 

Perfect square 

Coordinate plane 

Derivative 

Discriminant of trinominal 
Curve 

Slope of secant 


Axis of revolution 


Coordinate system 
Mean-value theorem 
Inflection point 
Limit 

Left-hand limit 


Right-hand limit 


دالة iU‏ 
اتصال دالة 


اتصال على فترة مغلقة 


اتصال على مجموعة 
اتصال على فترة 
متصلة (مستمرة) 
محاور احدانبة 
مستوی WI‏ حدائیات 
نظام |حدائی 

داله جيب elc!‏ 
دالة ظل ele!‏ 


منتحنی 


۵۲۹ 


Absolute value 


Asymptote 


Bounded function 


Closed interval 

Closed open interval 
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